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1. £ÄÇÆÇÐËÇ

ªÊÄÇÔÕÐÑ [1], ÚÕÑ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËÇ ÔÄÇÕÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÄÑÎÐÑÄÑÇ âÄÎÇÐËÇ Ë, ÍÂÍ ÄÔâÍËÌ ÍÑÎÇÃÂ-
ÕÇÎßÐÞÌ ÒÓÑÙÇÔÔ, ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÕÔâ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÊÐÂÚÐÑÌ
×ÖÐÍÙËÇÌ, ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÌ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ ÂÏÒÎËÕÖÆÑÌ. ¦ÔÎË
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ ÒÑÎâ ÊÂÆÂÐÑ Ä
ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË, ÕÑ ÒÑÔÎÇÆÖáÜÂâ àÄÑÎáÙËâ ÒÑÎâ
ÒÓË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÕÇÏ ËÎË ËÐÞÏ ÆË××Ç-
ÓÇÐÙËÂÎßÐÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ. °ÕÔáÆÂ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÒÓË

ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË ÔÄÇÕÑÄÑÇ ÒÑÎÇ, ÄÑÑÃÜÇ ÅÑÄÑÓâ, ÒÓÇÕÇÓ-
ÒÇÄÂÇÕ ÍÑÎËÚÇÔÕÄÇÐÐÞÇ Ë ÍÂÚÇÔÕÄÇÐÐÞÇ ËÊÏÇÐÇÐËâ.

°ÆÐÂÍÑ Ô ÑÕÍÓÞÕËÇÏ ÎÂÊÇÓÑÄ Ë ÒÑâÄÎÇÐËÇÏ ÍÑÅÇÓÇÐÕ-
ÐÑÌ ÑÒÕËÍË, ÑÒËÔÞÄÂáÜÇÌ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËÇ ÎÂÊÇÓÐÞØ
ÒÖÚÍÑÄ, ÃÞÎÑ ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍË Ë àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÑ ÒÑÍÂ-
ÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÎÂÊÇÓ ÏÑÉÇÕ ËÊÎÖÚÂÕß ÔÄÇÕÑÄÞÇ ÒÖÚÍË, ÍÑÕÑÓÞÇ
ÔÂÏÑÔÑÅÎÂÔÑÄÂÐÞ ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÚÕÑ ÔÑØÓÂÐâáÕ ÔÄÑá
ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ ÒÓË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË Ë ×ÑÍÖÔËÓÑÄÍÇ Ô ÕÑÚ-
ÐÑÔÕßá ÆÑ ÏÂÔÛÕÂÃÂ [2]. ´ÂÍËÇ ÒÖÚÍË âÄÎâáÕÔâ ÔÑÃÔÕÄÇÐ-
ÐÞÏË ÍÑÎÇÃÂÐËâÏË (ËÎË ÏÑÆÂÏË) ÎÂÊÇÓÐÞØ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÑÄ,
ËÏÇáÕ ÉÇÔÕÍÑ ÊÂÆÂÐÐÖá ×ÑÓÏÖ Ë ÑÒËÔÞÄÂáÕÔâ ÆÄÖÏâ
ÔÇÏÇÌÔÕÄÂÏË ÔÒÇÙËÂÎßÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ Ô ÓÂÊÎËÚÐÞÏË
ÕËÒÂÏË ÔËÏÏÇÕÓËË: ÒÖÚÍË ¿ÓÏËÕÂ ë¤ÂÖÔÔÂ Ë ÂÅÇÓÓÂ ë
¤ÂÖÔÔÂ, ÒÓË àÕÑÏ ÐËÊÛËÌ ÕËÒ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ Ä àÕËØ ÔÇÏÇÌ-
ÔÕÄÂØ ÑÆËÐÂÍÑÄ Ë âÄÎâÇÕÔâ ËÊÄÇÔÕÐÑÌ ÆÄÖÏÇÓÐÑÌ ×ÖÐÍ-
ÙËÇÌ ¤ÂÖÔÔÂ. ³ÑØÓÂÐÇÐËÇ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÕÂÍËØ ÒÖÚÍÑÄ ÒÓË
ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË Ë ×ÑÍÖÔËÓÑÄÍÇ ÏÑÉÐÑ ÂÔÔÑÙËËÓÑÄÂÕß Ô
ÑÆÐÑÓÑÆÐÞÏË ÆÇ×ÑÓÏÂÙËâÏË ÓÂÔÕâÉÇÐËâ-ÔÉÂÕËâ: ÔØÑ-
ÆâÜËÇÔâ Ë ÓÂÔØÑÆâÜËÇÔâ ÒÖÚÍË.

©ÂÍÑÐÑÏÇÓÐÑ ÒÑÔÕÂÄËÕß ÄÑÒÓÑÔ: ËÏÇÇÕÔâ ÎË ÐÇÍÂâ
ÑÒÕËÚÇÔÍÂâ ÂÐÂÎÑÅËâ ÆÇ×ÑÓÏÂÙËË ÍÓÖÚÇÐËâ ÆÎâ ÒÖÚÍÑÄ Ô
ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÓÂÔØÑÆËÏÑÔÕßá ËÎË ÔÎÑÉÐÞÏ ÓÂÔÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐËÇÏ ×ÂÊÞ? °ÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ, ÕÂÍÂâ ÂÐÂÎÑÅËâ ÑÒÓÂÄÆÂÐÂ
ËÊ-ÊÂ ÄËØÓÇÄÑÅÑ Ä ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ØÂÓÂÍÕÇÓÂ ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ
ÒÑÎâ ÒÑÕÑÍÂ ÔÄÇÕÑÄÑÌ àÐÇÓÅËË. ¿ÕÑ ÒÑÍÂÊÂÐÑ Ä ÓÂÃÑÕÂØ [3,
4], ÅÆÇ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÎÂÔß ÔÄâÊß ÏÇÉÆÖ àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍËÏË Ë
×ÂÊÑÄÞÏË ÔÄÑÌÔÕÄÂÏË ÆÄÖÏÇÓÐÑÅÑ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ Ä
ÊÑÐÇ ¶ÓÇÐÇÎâ.

´ÂÍÂâ ÒÑÔÕÂÐÑÄÍÂ ÊÂÆÂÚË ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÂ ÕÇÏ, ÚÕÑ Ä ÔËÎÖ
ÔÒÇÙË×ËÍË ÑÒÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÆËÂÒÂÊÑÐÂ ÓÇÅËÔÕÓÂÙËË ÒÑÆ-
ÆÂÇÕÔâ ÐÇ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÂâ ÂÏÒÎËÕÖÆÂ ÑÒÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÔËÅÐÂÎÂ,
Â ÎËÛß ÇÅÑ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß, ÍÑÕÑÓÂâ Ä ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÐÇ
âÄÎâÇÕÔâ ÒÑÎÐÑÌ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍÑÌ ÔÄÇÕÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ. ´ÓÂ-
ÆËÙËÑÐÐÞÇ ÏÇÕÑÆÞ ËÐÕÇÓ×ÇÓÑÏÇÕÓËË ÆÂáÕ ÒÓËÐÙËÒË-
ÂÎßÐÖá ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÍÑÔÄÇÐÐÞØ ×ÂÊÑÄÞØ ËÊÏÇÓÇÐËÌ,
ÑÆÐÂÍÑ Ä ÓâÆÇ ÊÂÆÂÚ ÐÇÄÑÊÏÑÉÐÑ ËÎË ÕÓÖÆÐÑ ÓÇÂÎËÊÑ-
ÄÂÕß ËÐÕÇÓ×ÇÓÑÏÇÕÓËÚÇÔÍËÌ ÒÓËÐÙËÒ ÒÑÎÖÚÇÐËâ ËÐ×ÑÓ-
ÏÂÙËË Ñ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ ÂÏÒÎËÕÖÆÇ ËÎË ×ÂÊÇ ÒÑÎâ. ©ÂÆÂÚÂ
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ÄÑÔÔÕÂÐÑÄÎÇÐËâ ×ÂÊÑÄÑÌ ËÐ×ÑÓÏÂÙËË ÒÑ ËÊÏÇÓÇÐËâÏ
ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ËÊÄÇÔÕÐÂ ÍÂÍ ×ÂÊÑÄÂâ ÒÓÑÃÎÇÏÂ Ä ÑÒÕËÍÇ.
¥ÂÐÐÂâ ÔËÕÖÂÙËâ ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, Ä ÂÔÕÓÑÐÑÏËË,
ÓÇÐÕÅÇÐÑÄÔÍÑÌ Ë ÂÆÂÒÕËÄÐÑÌ ÑÒÕËÍÇ.

£ ÔÄâÊË Ô àÕËÏ Ä [3, 4] ÓÇÛÂÎÂÔß ÊÂÆÂÚÂ, ÔÍÑÎßÍÑ Ë ÍÂÍËØ
ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞØ ËÊÏÇÓÇÐËÌ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÐÂÆÑ ÔÆÇÎÂÕß,
ÚÕÑÃÞ ÒÑÎÖÚËÕß ÒÑÎÐÖá ËÐ×ÑÓÏÂÙËá Ñ ÒÑÎÇ. ´ÂÍ ÍÂÍ
ÒÑÎÇ ÏÇÐâÇÕÔâ ÒÓË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË, ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑÌ ÒÑÔÕÂ-
ÐÑÄÍÑÌ ÊÂÆÂÚË âÄÎâÇÕÔâ ÇÅÑ ÄÑÔÔÕÂÐÑÄÎÇÐËÇ ÒÑ ËÐÕÇÐÔËÄ-
ÐÑÔÕË Ë ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÄÆÑÎß ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ
ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ. ³ÓÂÄÐËÕÇÎßÐÞÌ ÂÐÂÎËÊ ÆÂÐÐÑÌ ÊÂÆÂÚË
ÆÎâ ÆÄÖÏÇÓÐÑÅÑ Ë ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÅÑ ÒÑÎÇÌ ÒÑÍÂÊÂÎ ÓÂÆËÍÂÎß-
ÐÑÇ ÓÂÊÎËÚËÇ àÕËØ ÆÄÖØ ÔÎÖÚÂÇÄ. °ÍÂÊÂÎÑÔß, ÚÕÑ ÆÎâ
ÆÄÖÏÇÓÐÑÅÑ ÔÄÇÕÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ ÊÂÆÂÚÂ ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÄÑÔÔÕÂÐÑ-
ÄÎÇÐËá ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÒÑÕÑÍÂ ÔÄÇÕÑÄÑÌ àÐÇÓÅËË ÒÑ ÇÅÑ
ÆËÄÇÓÅÇÐÙËËËÓÑÕÑÓÖ (ËÊÄÇÔÕÐÂâ ÊÂÆÂÚÂ¤ÇÎßÏÅÑÎßÙÂ [5]).
´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÑÎÇ ÒÑÕÑÍÂ ÔÄÇÕÑÄÑÌ àÐÇÓÅËË ËÏÇÇÕ Ä
ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÄËØÓÇÄÑÌ ØÂÓÂÍÕÇÓ, ÒÓË àÕÑÏ ÐÂËÃÑÎÇÇ
âÓÍÑ ÄËØÓÇÄÂâ ÒÓËÓÑÆÂ ÒÑÕÑÍÂ ÒÓÑâÄÎâÇÕÔâ Ä ÑÍÓÇÔÕÐÑ-
ÔÕË ÐÖÎÇÌ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÒÑÎÖÚËÎË
ÐÂÊÄÂÐËÇ ÑÒÕËÚÇÔÍËØ ÄËØÓÇÌ. ·ÂÓÂÍÕÇÓÐÑ, ÚÕÑ ÓÑÕÑÓ
ÄÇÍÕÑÓÂ ÒÑÕÑÍÂ ÔÄÇÕÑÄÑÌ àÐÇÓÅËË, ÒÑÆÑÃÐÑ ÔÂÏÑÌ àÐÇÓ-
ÅËË ÒÑÎâ, ÒÑÆÚËÐâÇÕÔâ ÊÂÍÑÐÖ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ: ËÐÕÇÅÓÂÎ ÑÕ
ÒÓÑÇÍÙËË ÓÑÕÑÓÂ ÐÂ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ÓÂÄÇÐ
ÐÖÎá Ä ÎáÃÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË Ä ÊÑÐÇ ¶ÓÇÐÇÎâ. £ [3, 4] ÕÂÍÉÇ
ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÄËØÓÇÄÖá ÔÑÔÕÂÄÎâáÜÖá ÐÇ ÖÆÂÇÕÔâ ÐÂÌÕË
ËÊ ËÊÏÇÓÇÐËÌ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË Ë ÇÇ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ Ë, ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÇÐÐÑ, ÄÑÔÔÕÂÐÑÄËÕß ËÔØÑÆÐÑÇ ÒÑÎÇ. ¯Â ÍÂÚÇÔÕÄÇÐÐÑÏ
ÖÓÑÄÐÇ àÕÑ, ÄËÆËÏÑ, ÏÑÉÐÑ ÑÃÝâÔÐËÕß ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂ-
ÊÑÏ. ¦ÔÎË Ä ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÐÇÐÖÎÇÄÑÌ ÅÓÂÆËÇÐÕ ×ÂÊÞ
ÄÔÇÅÆÂ ÄÞÊÞÄÂÇÕ ÎÑÍÂÎßÐÞÇ ËÊÏÇÐÇÐËâ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË
ÒÓË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË (àÐÇÓÅËâ ÖØÑÆËÕ ÎËÃÑ ÄÒÓÂÄÑ,
ÎËÃÑ ÄÎÇÄÑ), ÕÑ Ä ÆÄÖÏÇÓÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ËÊ-ÊÂ ÄËØÓÇÄÑÌ
ÔÑÔÕÂÄÎâáÜÇÌ ÄÑÊÏÑÉÐÂ ÙËÓÍÖÎâÙËâ àÐÇÓÅËË Ë Ä ÄËÆÇ
ÎÑÍÂÎßÐÑÅÑ ËÊÏÇÐÇÐËâ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË àÕÑ ÏÑÉÇÕ Ë ÐÇ
ÒÓÑâÄËÕßÔâ. £ ÒÑÎßÊÖ ÕÂÍÑÅÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËâ ÅÑÄÑÓËÕ Ë
ÕÑÕ ×ÂÍÕ, ÚÕÑ ÆÄÖÏÇÓÐÑÇ ÒÑÎÇ ÃÇÊ ÄËØÓÇÄÑÌ ÔÑÔÕÂÄÎâá-
ÜÇÌ, ÐÂÒÓËÏÇÓ ÒÑÎÇ ÓÂÆËÂÎßÐÑ-ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÅÑ ÄËÆÂ, ÒÑ
ËÊÏÇÓÇÐËâÏ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÄÑÔÔÕÂÐÂÄÎËÄÂÇÕÔâ. ªÊÏÇÐÇ-
ÐËÇ ÕÂÍËØ ÒÑÎÇÌ ÒÓË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË ÏÑÉÐÑ ÂÔÔÑÙËËÓÑ-
ÄÂÕß Ä ÐÇÍÑÕÑÓÑÏ ÔÏÞÔÎÇ Ô ÆÇ×ÑÓÏÂÙËâÏË ÓÂÔÕâÉÇÐËâ-
ÔÉÂÕËâ (ÃÇÊ ÍÓÖÚÇÐËâ).

°ÒÕËÚÇÔÍËÇ ÄËØÓË ì àÕÑ ÐÖÎË ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ ÂÏÒÎË-
ÕÖÆÞ ÔÄÇÕÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ, ÅÆÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ×ÂÊÞ ËÏÇÇÕ
ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË. °ÐË ÐÑÔâÕ ÐÂÊÄÂÐËÇ ÆËÔÎÑÍÂÙËÌ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ
×ÓÑÐÕÂ. ±ÇÓÄÑÐÂÚÂÎßÐÑ àÕÑÕ ÕÇÓÏËÐ ÃÞÎ ÄÄÇÆÇÐ Ë
ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐ ËÊ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍËØ ÔÑÑÃÓÂÉÇÐËÌ Ä ÓÂÃÑÕÇ
¥É.¶. ¯Ââ Ë ®. ¢ÇÓÓË [6], ÅÆÇ ÑÃÓÂÜÂÎÑÔß ÄÐËÏÂÐËÇ ÐÂ
ÒÓËÐÙËÒËÂÎßÐÑÇ ÓÂÊÎËÚËÇ ÏÇÉÆÖ ÐÖÎâÏË ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ
ÂÏÒÎËÕÖÆÞ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ Ä ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÏ Ë ÆÄÖÏÇÓÐÑÏ
ÔÎÖÚÂâØ. ³ÏÞÔÎ ÕÂÍÑÅÑ ÓÂÊÎËÚËâ ÔÑÔÕÑËÕ Ä ÔÎÇÆÖáÜÇÏ.
¦ÔÎË ÆÎâ ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÇ ÏÐÑÉÇÔÕÄÑ
ÐÖÎÇÌ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÑÌ Ë ÏÐËÏÑÌ ÚÂÔÕÇÌ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ
ÂÏÒÎËÕÖÆÞ ÒÑÎâ ì àÕÑ ÐÂÃÑÓ ÕÑÚÇÍ, ÕÑ ÆÎâ ÆÄÖÏÇÓÐÑÅÑ
ÒÑÎâ ÐÖÎË ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÑÌ Ë ÏÐËÏÑÌ ÚÂÔÕÇÌ ì àÕÑ ÎËÐËË.
±ÑàÕÑÏÖ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ËÊÑÎËÓÑÄÂÐÐÞØ ÐÖÎÇÌ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ
ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÓÂÊÎËÚÐÞÏ ÒÓË ÏÂÎÞØ ËÊÏÇÐÇÐËâØ (ÛÇÄÇÎÇ-
ÐËâØ) ÒÑÎâ: Ä ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÐÖÎÇÄÞÇ ÕÑÚÍË ÄÇÜÇÔÕ-
ÄÇÐÐÑÌ Ë ÏÐËÏÑÌ ÚÂÔÕÇÌ ÎÇÅÍÑ "ÕÇÓâáÕ" ÆÓÖÅ ÆÓÖÅÂ Ë
ÐÖÎß ÂÏÒÎËÕÖÆÞ ÒÓÑÒÂÆÂÇÕ; Ä ÆÄÖÏÇÓÐÑÏ ÒÑÎÇ ÐÖÎÇÄÞÇ
ÎËÐËË ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÑÌ Ë ÏÐËÏÑÌ ÚÂÔÕÇÌ ÆÇ×ÑÓÏËÓÖáÕÔâ,
ÐÑ ÕÑÚÍË ËØ ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ, Õ.Ç. ËÊÑÎËÓÑÄÂÐÐÞÇ ÐÖÎË
ÂÏÒÎËÕÖÆÞ, ÑÔÕÂáÕÔâ ÖÔÕÑÌÚËÄÞÏË. ¶ÂÊÂ ÒÑÎâ ÐÇ ÑÒÓÇ-
ÆÇÎÇÐÂ Ä ÐÖÎâØ ÇÅÑ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ, ËÏÇÇÕ Ä ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË

ÍÂÉÆÑÅÑ ÐÖÎâ ÄËÐÕÑÄÖá ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ, Â ÙËÓÍÖÎâÙËâ ÅÓÂ-
ÆËÇÐÕÂ ×ÂÊÞ ÄÑÍÓÖÅ ÐËØ ÍÓÂÕÐÂ 2p. ´ÂÍËÇ ËÊÑÎËÓÑÄÂÐÐÞÇ
ÕÑÚÍË ÒÑÎÖÚËÎË ÐÂÊÄÂÐËÇ ÆËÔÎÑÍÂÙËÌ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ×ÓÑÐÕÂ,
ËÎË ×ÂÊÑÄÞØ ÔËÐÅÖÎâÓÐÑÔÕÇÌ. ©ÐÂÍ ÆËÔÎÑÍÂÙËË ÄÑÎÐÑ-
ÄÑÅÑ ×ÓÑÐÕÂ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÊÐÂÍÑÏ ×ÂÊÑÄÑÅÑ ÐÂÃÇÅÂ ÒÓË
ÑÃØÑÆÇ ÄÑÍÓÖÅ ÐÇÇ.

ªÊ ÑÕÇÚÇÔÕÄÇÐÐÞØ ÂÄÕÑÓÑÄ ÄÐËÏÂÐËÇ àÕËÏ ÑÒÕËÚÇ-
ÔÍËÏ ÑÃÝÇÍÕÂÏ ÃÞÎÑ ÖÆÇÎÇÐÑ ¢.Á. ©ÇÎßÆÑÄËÚÇÏ Ô ÔÑÂÄÕÑ-
ÓÂÏË [7, 8]. £ ËØ ÓÂÃÑÕÂØ ËÊÖÚÂÎËÔß ÒÎÑÕÐÑÔÕß Ë ÊÐÂÍ
ÆËÔÎÑÍÂÙËÌ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÔÄÇÕÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ (ÔÒÇÍÎ-ÒÑÎâ) Ë, Ä
ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÃÞÎÑ ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ Ä ÔÒÇÍÎ-ÒÑÎÇ ÍÑÎËÚÇÔÕÄÑ
ÆËÔÎÑÍÂÙËÌ ÑÃÑËØ ÊÐÂÍÑÄ ÒÓËÏÇÓÐÑ ÑÆËÐÂÍÑÄÑ, Â ÒÎÑÕ-
ÐÑÔÕß ÆËÔÎÑÍÂÙËÌ ÔÑÔÕÂÄÎâÇÕ ÑÆÐÖ ÆËÔÎÑÍÂÙËá ÐÂ ÔÒÇÍÎ
(Õ.Ç. ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÌ ÔÓÇÆÐËÌ ÓÂÊÏÇÓ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕË ÒÑÎâ).

ªÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ ÔÄÇÕÑÄÞØ ÒÑÎÇÌ Ô ×ÂÊÑÄÞÏË ÔËÐÅÖÎâÓ-
ÐÑÔÕâÏË ÒÓÑÄÑÆâÕÔâ ÐÂÖÚÐÞÏË ÅÓÖÒÒÂÏË ®.³. ³ÑÔÍËÐÂ,
¡.£. £ÑÎâÓÂ, ¡.Á. ¢ÇÍÛÂÇÄÂ. ªÏË ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐÞ ÕÑÒÑÎÑ-
ÅËÚÇÔÍËÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÕÂÍËØ ÒÑÎÇÌ [9 ë 12], ÔÒÑÔÑÃÞ ËØ ÔËÐÕÇÊÂ
Ô ÒÑÏÑÜßá ÔÒÇÙË×ËÚÇÔÍËØ ÅÑÎÑÅÓÂÏÏ [13], ÄÇÎËÚËÐÂ Ë
ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ ÖÅÎÑÄÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ ÒÖÚÍÑÄ Ô ×ÂÊÑÄÞÏË ÔËÐÅÖ-
ÎâÓÐÑÔÕâÏË [14, 15], ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËÇ ÄËØÓÇÄÞØ ÒÖÚÍÑÄ Ä
ÏÂÎÑÏÑÆÑÄÞØ ÄÑÎÑÍÐÂØ [16]. ªÊ ÆÓÖÅËØ ÒÖÃÎËÍÂÙËÌ ÒÑ
àÕÑÌ ÕÇÏÂÕËÍÇ ÔÎÇÆÖÇÕ ÑÕÏÇÕËÕß ÓÂÃÑÕÞ [17 ë 25]. £
ÙÇÎÑÏ, Ä ÐÂÔÕÑâÜÇÇ ÄÓÇÏâ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÌ
ÕÂÍËØ ÒÑÎÇÌ ÒÓËÐâÕÑ ÐÂÊÞÄÂÕß ÔËÐÅÖÎâÓÐÑÌ ÑÒÕËÍÑÌ.
±Ñ àÕÑÌ ÕÇÏÂÕËÍÇ ÃÞÎË ÑÓÅÂÐËÊÑÄÂÐÞ ÕÓË ÏÇÉÆÖÐÂÓÑÆ-
ÐÞÇ ÍÑÐ×ÇÓÇÐÙËË [26 ë 28].

¯ÇÎËÐÇÌÐÂâ ÑÒÕËÍÂ ÔÄÇÕÑÄÞØ ÒÑÎÇÌ Ô ÆËÔÎÑÍÂÙËâÏË
ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ×ÓÑÐÕÂ ì ÄÂÉÐÂâ Ë ÔÂÏÑÔÕÑâÕÇÎßÐÂâ ÄÇÕÄß
ÔËÐÅÖÎâÓÐÑÌ ÑÒÕËÍË, ÅÆÇ ÒÑÎâ, ÔÑØÓÂÐââ ÄËØÓÇÄÑÌ ØÂÓÂÍ-
ÕÇÓ ÒÓË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË, ÍÂÍ ÒÓÂÄËÎÑ, ÒÓÇÕÇÓÒÇÄÂáÕ
ÍÂÚÇÔÕÄÇÐÐÑÇ ËÊÏÇÐÇÐËÇ. £ ÆÂÐÐÑÏ ÑÃÊÑÓÇ ÓÂÔÔÏÂÕÓË-
ÄÂáÕÔâ ÕÑÎßÍÑ ÂÄÕÑÏÑÆÇÎßÐÞÇ ÒÑ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÄËØÓÇ-
ÄÞÇ ÔÄÇÕÑÄÞÇ ÒÑÎâ Ä ÎËÐÇÌÐÞØ ÑÒÕËÚÇÔÍËØ ÔÓÇÆÂØ.
¯ÇÎËÐÇÌÐÂâ ÑÒÕËÍÂ ÔÄÇÕÑÄÞØ ÒÖÚÍÑÄ Ô ×ÂÊÑÄÞÏË ÔËÐÅÖ-
ÎâÓÐÑÔÕâÏË ËÏÇÇÕ ÔÄÑá ÔÒÇÙË×ËÍÖ Ë ÊÂÔÎÖÉËÄÂÇÕ ÑÕ-
ÆÇÎßÐÑÅÑ ÑÃÊÑÓÂ. ´ÇÏ ÐÇ ÏÇÐÇÇ ÔÚËÕÂÇÏ ÐÖÉÐÞÏ ÖÒÑÏâ-
ÐÖÕß ÓÂÃÑÕÞ [29 ë 37] ÒÑ àÕÑÌ ÕÇÏÇ.

±ÓËÐËÏÂâ ÄÑ ÄÐËÏÂÐËÇ ÄËØÓÇÄÖá ÔÑÔÕÂÄÎâáÜÖá
ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÒÑÕÑÍÂ ÔÄÇÕÑÄÑÌ àÐÇÓÅËË, ÏÑÉÐÑ ÓÂÔ-
ÛËÓËÕß ÒÑÐâÕËÇ ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÑÌ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË Ë ËÔÔÎÇÆÑ-
ÄÂÕß ÄÑÒÓÑÔ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËâ ÔÄÇÕÑÄÞØ ÒÑÎÇÌ, ÔÑØÓÂÐâá-
ÜËØ ×ÑÓÏÖ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÒÓË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË Ô ÕÑÚ-
ÐÑÔÕßá ÆÑ ÏÂÔÛÕÂÃÂ Ë ÄÓÂÜÇÐËâ. ¿ÕÂ ÊÂÆÂÚÂ ÔÕÂÄËÕÔâ Ë
ËÔÔÎÇÆÖÇÕÔâ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 2. ´ÂÏ ÉÇ ÒÓËÄÑÆËÕÔâ ÒÑÎÐÑÇ
ÑÒËÔÂÐËÇÕÂÍËØÒÖÚÍÑÄ,ÐÂÊÄÂÐÐÞØÔÒËÓÂÎßÐÞÏË.²ÂÊÆÇÎ3
ÒÑÔÄâÜÇÐ ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍÑÏÖ Ë àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÑÏÖ ËÔÔÎÇ-
ÆÑÄÂÐËá ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕÇÌ ÔËÐÕÇÊÂ ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÑ-ÖÔÕÑÌÚËÄÞØ
ÄÓÂÜÂáÜËØÔâ ÒÑÎÇÌ Ô ÊÂÆÂÐÐÞÏ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ ËÐÕÇÐ-
ÔËÄÐÑÔÕË. £ àÕÑÏ ÉÇ ÓÂÊÆÇÎÇ ÒÑÍÂÊÂÐÑ ÒÓËÏÇÐÇÐËÇ
ÒÑÎÖÚÇÐÐÞØ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ ÒÑ ÑÒÕËÍÇ ÔÒËÓÂÎßÐÞØ ÒÖÚÍÑÄ Í
ÊÂÆÂÚÇ ÔËÐÕÇÊÂ ×ÂÊÑÄÞØ àÎÇÏÇÐÕÑÄ, ×ÑÍÖÔËÓÖáÜËØ ËÊÎÖ-
ÚÇÐËÇ Ä ÐÇÍÑÕÑÓÖá ÒÎÑÔÍÖá ÍÓËÄÖá. £ ÓÂÊÆÇÎÇ 4 ÓÂÔ-
ÔÏÂÕÓËÄÂáÕÔâ ÄÑÒÓÑÔÞ, ÔÄâÊÂÐÐÞÇ Ô ÖÅÎÑÄÞÏ ÏÑÏÇÐÕÑÏ
Ë ÆÓÖÅËÏË ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÞÏË ËÐÄÂÓËÂÐÕÂÏË ÔÒËÓÂÎßÐÞØ
ÒÖÚÍÑÄ.

2. ³ÒËÓÂÎßÐÞÇ ÎÂÊÇÓÐÞÇ ÒÖÚÍË

2.1. ³ÄÇÕÑÄÞÇ ÒÑÎâ,
ÄÓÂÜÂáÜËÇÔâ ÒÓË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË
±ÖÔÕß ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÑÇ ÔÄÇÕÑÄÑÇ ÒÑÎÇ Ô ÆÎËÐÑÌ ÄÑÎÐÞ l
ÊÂÆÂÐÑ ÔÄÑÇÌ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ ÂÏÒÎËÕÖÆÑÌ F�x; y; l �. ¢ÖÆÇÏ
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ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÊÂÆÂÚÖ ÒÑËÔÍÂ ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÑ-ÖÔÕÑÌÚËÄÞØ
ÔÄÇÕÑÄÞØ ÒÑÎÇÌ Ä ÒÂÓÂÍÔËÂÎßÐÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË, Õ.Ç. Ä
ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËË, ÚÕÑ ÒÓË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË ËÊÏÇÐÇÐËÇ
ÒÑÎâ F�x; y; l � ÄÆÑÎß x, y ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑ ÔÎÂÃÇÇ, ÚÇÏ ÄÆÑÎß
l. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÒÇÓÇÏÇÐÐÂâ l ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ
ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ Ë àÄÑÎáÙËâ ÒÑÎâ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÒÂÓÂÃÑ-
ÎËÚÇÔÍËÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ 1

q2F
qx 2
� q2F
qy 2
� 2ik

qF
ql
� 0 ; �1�

ÅÆÇ k � 2p=l ì ÄÑÎÐÑÄÑÇ ÚËÔÎÑ. ¯ÂÒÓËÏÇÓ, ÆÎâ ÅÇÎËÌ-
ÐÇÑÐÑÄÑÅÑ ÎÂÊÇÓÂ l � 0;63 ÏÍÏ Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ,
k � 107 Ïÿ1.

ªÊÄÇÔÕÐÑ [38, 39], ÚÕÑ ×ÖÐÆÂÏÇÐÕÂÎßÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (1) ÇÔÕß

G�x; y; l � � k

2pil
exp

�
ik

2l
�x 2 � y 2�

�
;

Ë, ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÓÇÛÇÐËÇ ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ Ô
ÐÂÚÂÎßÐÞÏ ÖÔÎÑÄËÇÏ F�x; y; 0� � F0�x; y� ËÏÇÇÕ ÄËÆ

F�x; y; l � � k

2pil

��
R2

exp

�
ik

2l

��xÿ x�2 � �yÿ Z�2���
� F0�x; Z� dx dZ : �2�

©ÆÇÔß ËÐÕÇÅÓÂÎ Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂ-
ÐËÇÏ ¶ÓÇÐÇÎâ ÑÕ ×ÖÐÍÙËË F0�x; Z�. °ÃÓÂÕÐÑÇ Í (2)
ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ÕÂÍÉÇ âÄÎâÇÕÔâ ×ÓÇÐÇÎÇÄÔÍËÏ:

F0�x; Z� � ÿ k

2pil

��
R2

exp

�
ÿ ik

2l

��xÿ x�2 � �yÿ Z�2���
� F�x; y; l � dx dy :

¦ÔÎË ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÞÌ ÑÒÇÓÂÕÑÓ ¶ÓÇÐÇÎâ,
ÕÑ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ (2) ÒÓËÏÇÕ ÄËÆ F�x; y; l � � FRl

�
F0�x; Z�

�
, Â

ÑÃÓÂÕÐÑÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ì F0�x; Z� � FRÿl
�
F�x; y; l ��.

°ÃÇ ×ÑÓÏÖÎÞ âÄÎâáÕÔâ ÚÂÔÕÐÞÏË ÔÎÖÚÂâÏË ÃÑÎÇÇ
ÑÃÜÇÅÑ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ, ÔÄâÊÞÄÂáÜÇÅÑ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÊÐÂÚÐÞÇ
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÔÄÇÕÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ F Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕâØ l1 Ë l2:

F�x; y; l2� � FRl2ÿl1
�
F�x; Z; l1�

�
: �3�

¥Îâ ×ÖÐÍÙËÌ F0�x; Z� 2 L2�R2� ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ ±ÂÓÔÇÄÂÎâ��
R2

��F�x; y; l ���2 dx dy � ��
R2

��F0�x; Z�
��2 dx dZ

ÄÞÓÂÉÂÇÕ ÊÂÍÑÐ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ àÐÇÓÅËË ÔÄÇÕÑÄÞØ ÒÑÎÇÌ:
ÒÑÎÐÂâ àÐÇÓÅËâ ÔÄÇÕÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ ÒÑÔÕÑâÐÐÂ Ë ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ
ÑÕ ÄÞÃÑÓÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË l.

£ ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ÃÖÆÇÕ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕßÔâ ÔÎÇÆÖáÜÂâ
ÕÇÓÏËÐÑÎÑÅËâ: I�x; y; l � � F�x; y; l �F�x; y; l � ì ËÐÕÇÐÔËÄ-
ÐÑÔÕß,j�x; y; l � � argF�x; y; l �ì×ÂÊÂ ×ÖÐÍÙËË F. (©ÆÇÔß Ë
ÆÂÎÇÇ ÚÇÓÕÂ ÔÄÇÓØÖ ÑÊÐÂÚÂÇÕ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÇ ÔÑÒÓâÉÇÐËÇ.)
¬ÂÍ ÔÎÇÆÔÕÄËÇ, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ F�x; y; l � ÚÇÓÇÊ ËÐÕÇÐÔËÄ-
ÐÑÔÕß Ë ×ÂÊÖ ËÏÇÇÕ ÄËÆ

F�x; y; l � �
�����������������
I�x; y; l �

p
exp

�
ij�x; y; l �� :

µÔÎÑÄËÇ ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÑÌ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË
ÔÄÇÕÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ, ÄÓÂÜÂáÜÇÅÑÔâ ÒÓË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË,

ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÊÂÆÂÐÑ ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ:

I�x; y; l � �

� D�l �I0
�
x cos y�l � ÿ y sin y�l �

d�l � ;
x sin y�l � � y cos y�l �

d�l �
�
;

�4�
ÅÆÇ y�l � ì ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÖÅÎÂ ÒÑÄÑÓÑÕÂ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ
ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÒÓË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË ÒÑÎâ F�x; y; l �,
d�l � > 0 ì ÏÂÔÛÕÂÃÐÑÇ ËÊÏÇÐÇÐËÇ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË. °ÒÓÇ-
ÆÇÎËÏ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞÇ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ X, Y ÓÂÄÇÐÔÕÄÑÏ

X� iY � �x� iy� exp �iy�l ��
d�l � :

ªÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØX;Y; l ÄÏÇÔÕÑ x; y; l ÒÑÊÄÑ-
ÎâÇÕ ÊÂÒËÔÂÕß ÖÔÎÑÄËÇ ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÑÌ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ËÐÕÇÐ-
ÔËÄÐÑÔÕË Ä ÐÂËÃÑÎÇÇ ÍÑÏÒÂÍÕÐÑÏ ÄËÆÇ: ×ÖÐÍÙËâ I0�X;Y�
ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ l. ±ÓËÏÇÐÇÐËÇ ÊÂÍÑÐÂ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ àÐÇÓÅËË
ÆÂÇÕ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÄÞÓÂÊËÕß D�l � ÚÇÓÇÊ d�l �:��

R2
I�x; y; l � dx dy � D�l �d 2�l �

��
R2
I0�X;Y� dX dY � const :

³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, D�l � � 1=d 2�l �.
´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÊÂÆÂÚÂ ÒÑËÔÍÂ ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÑ-ÖÔÕÑÌÚË-

ÄÞØ ÔÄÇÕÑÄÞØ ÒÑÎÇÌ F�x; y; l �, ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß ÍÑÕÑÓÞØ
ÒÓË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË ÏÑÉÇÕ ÕÑÎßÍÑ ÄÓÂÜÂÕßÔâ ËÎË ËÊÏÇ-
ÐâÕßÔâ Ä ÏÂÔÛÕÂÃÇ, ÕÓÇÃÖÇÕ ÕÂÍÉÇ ÐÂØÑÉÆÇÐËâ ×ÖÐÍÙËÌ
d�l � Ë y�l �, ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÜËØ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ I�x; y; l � ÒÓË
ËÊÏÇÐÇÐËË l.

°ÕÒÓÂÄÐÑÌ ÕÑÚÍÑÌ ÒÓË ÓÇÛÇÐËË ÒÑÔÕÂÄÎÇÐÐÑÌ ÊÂÆÂÚË
ÃÖÆÇÕ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÂâ ×ÑÓÏÂ ÊÂÒËÔË ÖÓÂÄÐÇÐËâ (1). £
ÕÇÓÏËÐÂØ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË I�x; y; l � Ë ×ÂÊÞ j�x; y; l � àÕÑ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑ ÔËÔÕÇÏÇ

q
qx

�
I
qj
qx

�
� q
qy

�
I
qj
qy

�
� k

qI
ql
� 0 ;

2I

�
q2I
qx 2
� q2I
qy 2

�
ÿ
�
qI
qx

�2

ÿ
�
qI
qy

�2

ÿ

ÿ4I 2
��

qj
qx

�2

�
�
qj
qy

�2

� 2k
qj
ql

�
� 0 :

8>>>>>>>><>>>>>>>>:
�5�

±ÑÆÔÕÂÄÎââ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË (4) Ä ÒÇÓÄÑÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ àÕÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ, ÒÇÓÇÒËÛÇÏ ÇÅÑ Ä ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ
X, Y, l:

HH
�
I0HH
�
jÿ 1

2
k d�l �d 0�l ��X 2 � Y 2�

��
�

� ky 0�l �d 2�l �
�
X

qI0
qY
ÿ Y

qI0
qX

�
� 0 ;

ÅÆÇ HH � �q=qX; q=qY�. ¦ÔÎË ÑÒÓÇÆÇÎËÕß ×ÖÐÍÙËá
j0�X;Y; l � ÓÂÄÇÐÔÕÄÑÏ

j�x; y; l � � 1

2
k d�l �d 0�l ��X 2 � Y 2� � j0�X;Y; l � ;

ÕÑ ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÑ-ÖÔÕÑÌÚËÄÑÇ ÔÄÇÕÑÄÑÇ ÒÑÎÇ F�x; y; l � ÒÓËÏÇÕ
ÄËÆ

F�x; y; l � � 1

d�l �
�����������������
I0�X;Y�

p
�

� exp

�
1

2
ik d�l �d 0�l ��X 2 � Y 2� � ij0�X;Y; l �

�
; �6�

1 ¿ÕÑ ÐÂÊÄÂÐËÇ ÐÇ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÌ ÍÎÂÔÔË×ËÍÂÙËË
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ Ä ÚÂÔÕÐÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ ÄÕÑÓÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ, ÐÑ âÄÎâÇÕÔâ
ÖÔÕÑâÄÛËÏÔâ Ä ÑÒÕËÍÇ [38].

1*

´. 174, å 12] ³±ª²¡¾¯½¦ ±µ¹¬ª ³£¦´¡ 1275



Â ÔËÔÕÇÏÂ (5) Ä ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ X, Y, l Ë ×ÖÐÍÙËâØ I0, j0

ÊÂÒËÛÇÕÔâ ÍÂÍ

HH�I0HHj0� � kd 2�l �y 0�l �
�
X

qI0
qY
ÿ Y

qI0
qX

�
� 0 ;

jHHj0j2 � k2d 3�l �d 00�l ��X 2 � Y 2� � 2kd 2�l � qj0

ql
�

�2kd 2�l �y 0�l �
�
X

qj0

qY
ÿ Y

qj0

qX

�
ÿ

ÿ 1

2I0

�
HH 2I0 ÿ jHHI0j

2

2I0

�
� 0 :

8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:
�7�

´Ñ ÑÃÔÕÑâÕÇÎßÔÕÄÑ, ÚÕÑ ×ÂÊÂ j0, Ä ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ËÐÕÇÐÔËÄ-
ÐÑÔÕË I0, ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÄÔÇØ ÕÓÇØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ X, Y, l, ÐÇ ÆÂÇÕ
ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕË ÖÒÓÑÔÕËÕß ÐÇÎËÐÇÌÐÖá ÔËÔÕÇÏÖ (7) Ë ÒÓÇ-
ÄÓÂÜÂÇÕ ÒÑËÔÍ ÇÇ ÓÇÛÇÐËÌ Ä ÚÓÇÊÄÞÚÂÌÐÑ ÕÓÖÆÐÖá
ÊÂÆÂÚÖ. °ÆÐÂÍÑ ÇÔÎË ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÑÇ ÒÓÇÆ-
ÒÑÎÑÉÇÐËÇ ÑÃ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÏ ÒÑÄÇÆÇÐËË ËÐÕÇÐÔËÄÐÑ-
ÔÕË ÒÓË ÃÑÎßÛËØ x 2 � y 2, ÕÑ ÒÓËÏÇÐÇÐËÇ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÅÑ
ÂÐÂÎËÊÂ (Â ËÏÇÐÐÑ ÕÇØ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÔÄâÊÞÄÂáÕ
ÔÄÑÌÔÕÄÂ ×ÖÐÍÙËÌ ÔÑ ÔÄÑÌÔÕÄÂÏË ËØ ×ÖÓßÇ-ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂ-
ÐËÌ) ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÆÑÄÇÔÕË ÓÇÛÇÐËÇ ÊÂÆÂÚË ÆÑ ÍÑÐÍÓÇÕÐÞØ
ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËØ ÄÞÓÂÉÇÐËÌ.

2.2. ±ÑÓâÆÑÍ ÓÑÔÕÂ Ë ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÞÌ ÄËÆ ÓÇÛÇÐËÌ
¥Îâ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÄËÆÂ ÓÇÛÇÐËÌ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ
ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËÇ. ±ÖÔÕß F�x; y; l � ì ÓÇÛÇÐËÇ ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇ-
ÔÍÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (1), ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÑ-ÖÔÕÑÌÚËÄÑÇ Ä ÔÏÞÔÎÇ
(4). ±ÖÔÕß ÆÎâ ÄÔÇØ �x; y� 2 R2 ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß ÐÂ ÒÎÑÔÍÑ-
ÔÕË l � 0 ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÖ

I�x; y; 0�4C exp
�ÿAÿjxja � jyja�� �8�

ÒÓË ÐÇÍÑÕÑÓÞØ A > 0, C > 0, a5 2. ´ÑÅÆÂ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÇ
ÒÓÑÆÑÎÉÇÐËÇ ÒÑ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÏ x, y ×ÖÐÍÙËË F�x; y; l � ÇÔÕß
ÙÇÎÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÄÕÑÓÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÓÑÔÕÂ 2 Ë a � 2. £
ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÐÇ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÑ-ÖÔÕÑÌÚËÄÞØ ÔÄÇÕÑ-
ÄÞØ ÒÑÎÇÌ, ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß ÍÑÕÑÓÞØ ÖÃÞÄÂÇÕ ÃÞÔÕÓÇÇ
ÅÂÖÔÔÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË.

¥Îâ ÆÑÍÂÊÂÕÇÎßÔÕÄÂ ÒÇÓÇÒËÛÇÏ ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÇ ÒÓÇÑÃ-
ÓÂÊÑÄÂÐËÇ ¶ÓÇÐÇÎâ (3) ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ:

F�x; y; l2� � k

2pi�l2 ÿ l1� exp
�
ik�x 2 � y 2�
2�l2 ÿ l1�

�
�

�
��

R2
exp

�
ÿ ik�xx� yZ�

l2 ÿ l1

�
�

� exp

�
ik�x 2 � Z 2�
2�l2 ÿ l1�

�
F�x; Z; l1� dx dZ :

¿ÕÑ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ×ÖÐÍÙËË F�x; y; l1�,
F�x; y; l2� ÆÎâ ÎáÃÞØ l1, l2 ÍÂÍ ËÔØÑÆÐÑÇ ÒÑÎÇ Ë ÇÅÑ
ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ¶ÖÓßÇ Ô ÐÇÍÑÕÑÓÞÏ ÚËÔÕÑ ×ÂÊÑÄÞÏ
ÏÐÑÉËÕÇÎÇÏ, Ë ÐÂÑÃÑÓÑÕ. ¬ÂÍ ÒÑÍÂÊÂÐÑ Ä [42], ÇÔÎË
f �z;w�ì ÙÇÎÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÆÄÖØ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ,

ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÜÂâ ÒÓË ÐÇÍÑÕÑÓÞØ C > 0, A > 0, a > 0
ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÖ�� f �x; y���4C exp

�ÿAÿjxja � jyja�� �9�

ÆÎâ ÄÔÇØ �x; y� 2 R2, ÕÑ rf 5a.
¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ [43], ÇÔÎË f �x; y�ì ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÑ-ËÐÕÇÅÓË-

ÓÖÇÏÂâ ×ÖÐÍÙËâ, ÍÑÕÑÓÂâ ÒÓË ÐÇÍÑÕÑÓÞØ C > 0, A > 0,
a > 1 ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÖ (9), ÕÑ ÇÇ ×ÖÓßÇ-ÒÓÇÑÃ-
ÓÂÊÑÄÂÐËÇ

F�x; y� �
��

R2
exp

�ÿi�xx� yZ�� f �x; Z� dx dZ
ÒÓÑÆÑÎÉÂÇÕÔâ ÆÑ ÙÇÎÑÌ ×ÖÐÍÙËË F�z;w� ÆÄÖØ ÍÑÏÒÎÇÍÔ-
ÐÞØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ z, w, Ë ÒÑÓâÆÑÍ ÓÑÔÕÂ àÕÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÐÇ
ÒÓÇÄÞÛÂÇÕ a=�aÿ 1�.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÖÔÎÑÄËÇ ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÑÌ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË
ÓÇÛÇÐËâ F�x; y; l � ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÒÓËÄÑÆËÕ Í
ÕÑÏÖ, ÚÕÑ ÒÑÓâÆÑÍ ÓÑÔÕÂ F�x; y; l � ÆÑÎÉÇÐ ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑ
ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÕß ÖÔÎÑÄËâÏ a4rF 4 max

ÿ
2; a=�aÿ 1��.

±ÑÔÍÑÎßÍÖ a5 2, ÕÑ a=�aÿ 1�4 2, Ë ÒÑÎÇ F�x; y; l � ÇÔÕß
×ÖÐÍÙËâ ÄÕÑÓÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÓÑÔÕÂ. ³ÕÓÑÅÑÇ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ
a > 2 ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÒÓÑÕËÄÑÓÇÚËá 2 < rF 4 2 Ë, ÕÂÍËÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ, ÊÂÒÓÇÜÂÇÕ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËÇ ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÑ-ÖÔÕÑÌÚË-
ÄÞØ ÓÇÛÇÐËÌ ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ, ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß
ÍÑÕÑÓÞØ ÖÃÞÄÂÇÕ ÃÞÔÕÓÇÇ ÅÂÖÔÔÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË.

³ÎÇÆÖÇÕ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ÄÑÒÓÑÔ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËâ ÔÕÓÖÍ-
ÕÖÓÐÑ-ÖÔÕÑÌÚËÄÞØ ÒÑÎÇÌ, ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß ÍÑÕÑÓÞØ ÖÃÞ-
ÄÂÇÕ ÏÇÆÎÇÐÐÇÇ ÅÂÖÔÔÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË exp

�ÿA�x 2 � y 2��,
ÑÔÕÂÇÕÔâ ÑÕÍÓÞÕÞÏ 3, Ë ÄÔÇ ÆÂÎßÐÇÌÛÇÇ ËÊÎÑÉÇÐËÇ ÃÖÆÇÕ
ÒÑÔÄâÜÇÐÑ ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÑ-ÖÔÕÑÌÚËÄÞÏ ÓÇÛÇÐËâÏ ÒÂÓÂÃÑÎË-
ÚÇÔÍÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÑÒËÔÞÄÂáÕÔâ ÙÇÎÞÏË ×ÖÐÍ-
ÙËâÏË ÄÕÑÓÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÓÑÔÕÂ.

®ÑÉÐÑ ÒÑÍÂÊÂÕß [45, 46], ÚÕÑ ÇÔÎË F�x; y; l �ìÓÇÛÇÐËÇ
ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (1), ÑÃÎÂÆÂáÜÇÇ ÔÕÓÖÍÕÖÓ-
ÐÑÌ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕßá Ë ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÜÇÇ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÖ (8),
ÕÑ Ä ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËË (6) ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇX,Y Ë l ÓÂÊÆÇÎâáÕÔâ Ë
×ÂÊÂ j0�X;Y; l � ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÄËÆ

j0�X;Y; l � � j0�X;Y; 0� � g�l � ; �10�

ÅÆÇ g�l �ì ÐÇÍÑÕÑÓÂâ ×ÖÐÍÙËâ.
´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑÇ ÖÃÞÄÂÐËÇ ËÐÕÇÐ-

ÔËÄÐÑÔÕË ÐÂ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÄÞâÄËÕß ÔÕÓÖÍ-
ÕÖÓÖ ×ÂÊÞ j0�X;Y; l � Ë ÍÑÐÍÓÇÕËÊËÓÑÄÂÕß ÄËÆ ÒÓÇÆÔÕÂ-
ÄÎÇÐËâ (6):

F�x; y; l � � 1

d�l � F0�X;Y��

� exp

�
1

2
ikd�l �d 0�l ��X 2 � Y 2� � ig�l �

�
; �11�

ÅÆÇ F0�X;Y� �
�����������������
I0�X;Y�

p
exp

�
ij0�X;Y; 0�

�
ì ÙÇÎÂâ ×ÖÐÍ-

ÙËâ ÄÕÑÓÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÓÑÔÕÂ. ´ÇÏ ÔÂÏÞÏ ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÂâ
ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË (4) ÄÎÇÚÇÕ ÊÂ ÔÑÃÑÌ ÔÕÓÖÍ-
ÕÖÓÐÖá ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß ×ÂÊÞ Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ ÆÇ×ÑÍÖÔË-
ÓÑÄÍË.

2 ±ÑÓâÆÑÍ ÓÑÔÕÂ rf ÙÇÎÑÌ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÌ ×ÖÐÍÙËË f �z;w� ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ-
Ôâ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑÏ [40, 41]

rf � lim
R!1

ln ln max
jzj � jwj �R

j f �z;w�j
lnR

:

¬ÂÍ ÔÎÇÆÔÕÄËÇ, ÆÎâ ÎáÃÑÅÑ e > 0 ÐÂÌÆÖÕÔâ ÕÂÍËÇ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞÇ
ÍÑÐÔÕÂÐÕÞC0 ËA0, ÚÕÑ ÆÎâ ÄÔÇØ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞØ z, w ÃÖÆÇÕ ÄÞÒÑÎÐâÕßÔâ
ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ j f �z;w�j < C0 exp

�
A0

ÿjzjrf�e � jwjrf�e��.

3 ¢ÑÎÇÇ ÕÑÚÐÑ: ÐÇ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÑ-ÖÔÕÑÌÚËÄÞØ ÒÑÎÇÌ Ô ÒÑÓâÆ-
ÍÑÏ ÓÑÔÕÂ rF 4 1, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ¶ÖÓßÇ ÕÂÍËØ ÒÑÎÇÌ
ËÏÇÇÕ ÑÔÑÃÞÇ ÕÑÚÍË Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ ÙÇÎÑÌ ÂÐÂÎËÕËÚÇ-
ÔÍÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ [44]. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÐÇËÔÔÎÇÆÑÄÂÐÐÞÏ ÑÔÕÂÇÕÔâ
ËÐÕÇÓÄÂÎ rF 2 �1; 2�.
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2.3. °ÔÐÑÄÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ Ë ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ ÓÇÛÇÐËÌ
£ ÆÂÐÐÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ÃÖÆÖÕ ÐÂÌÆÇÐÞ ×ÖÐÍÙËË ÏÂÔÛÕÂÃËÓÑ-
ÄÂÐËâ d�l �, ÄÓÂÜÇÐËâ y�l � Ë ×ÂÊÑÄÑÅÑ ÐÂÃÇÅÂ g�l �, Â
ÕÂÍÉÇ ÐÂÏÇÚÇÐ ÒÖÕß ÆÎâ ÐÂØÑÉÆÇÐËâ ×ÖÐÍÙËË F0�X;Y�,
ÍÑÕÑÓÂâ ËÅÓÂÇÕ ÑÒÓÇÆÇÎâáÜÖá ÓÑÎß Ä ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËË
(11) ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÑ-ÖÔÕÑÌÚËÄÞØ ÓÇÛÇÐËÌ ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍÑÅÑ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ [45].

ªÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ (10) Ä ÖÓÂÄÐÇÐËâØ (7) ÒÑÊÄÑ-
ÎâÇÕ ÐÂÌÕË ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË d, y, g ÑÕ l. ÇÅÍÑ ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ
àÕË ÕÓË ×ÖÐÍÙËË ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÕ ÔÎÇÆÖáÜÇÌ ÔËÔÕÇÏÇ
ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ:

d 3�l � d 00�l � � const ;

d 2�l � y 0�l � � const ;

d 2�l � g 0�l � � const :

°ÃÜÇÇ ÓÇÛÇÐËÇ àÕÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÕÂÍÑÄÑ:

d�l � � d0

���������������������������
1� 4�lÿ l0�2

k 2r4

s
;

y�l � � y0 arctan
�
2�lÿ l0�
kr2

�
� y1 ;

g�l � � ÿg0 arctan
�
2�lÿ l0�
kr2

�
� g1 ;

ÅÆÇ d0, y0, y1, g0, g1, l0, rì ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞÇ ÍÑÐÔÕÂÐÕÞ 4. ¯Ç
ËÊÏÇÐââ ÑÃÜÐÑÔÕË, ÏÑÉÐÑ ÔÚËÕÂÕß, ÚÕÑ d0 � 1,
l0 � y1 � g1 � 0. ´ÑÅÆÂ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ (11) ÒÓËÏÇÕ ÄËÆ

F�x; y; l � � 1

jsj F0�X;Y� exp
�
2il

kr2
�X 2 � Y 2� ÿ ig0 arg s

�
;

�12�

ÅÆÇ X� iY� �x� iy� exp �iy0 args�=rjsj Ë s � 1� 2il=kr2 ì
ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓ, ÄÄÇÆÇÐÐÞÌ ÆÎâ ÃÑÎÇÇ ÍÑÏÒÂÍÕ-
ÐÑÌ ×ÑÓÏÞ ÊÂÒËÔË. ±ÑÆÔÕÂÄËÄ (12) Ä ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (1),
ÒÑÎÖÚËÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË F0�X;Y�:

HH 2F0 � 4iy0

�
X

qF0

qY
ÿ Y

qF0

qX

�
ÿ 4F0�X 2 � Y 2 ÿ g0� � 0 :

�13�

±ÓË y0 � 0 ÆÂÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ âÄÎâÇÕÔâ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÏ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ ÆÎâ ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍÑÅÑ ÑÔÙËÎÎâ-
ÕÑÓÂ, Ë ÇÅÑ ÓÇÛÇÐËâ ØÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÞ [48, 49]. ¿ÕÑ
×ÖÐÍÙËË ¿ÓÏËÕÂ ë¤ÂÖÔÔÂ F0�X;Y� �hn;m�X;Y�, g0 �
� n�m� 1 Ë ×ÖÐÍÙËË ÂÅÇÓÓÂ ë¤ÂÖÔÔÂ F0�X;Y� �
�ln;�m�X;Y�, g0 � 2n�m� 1. ©ÆÇÔß

hn;m�X;Y� �def exp �ÿX 2 ÿ Y 2�Hn�
���
2
p

X�Hm�
���
2
p

Y�
�n;m � 0; 1; . . .� ;

ln;�m�X;Y� �def exp �ÿX 2 ÿ Y 2��X� iY�mLm
n �2X 2 � 2Y 2�

�n;m � 0; 1; . . .� ;

ÅÆÇ

Hn�t� � �ÿ1�n e t 2 dn

dt n
�eÿt 2� ;

Lm
n �t� �

1

n!
tÿm e t

dn

dt n
�t n�meÿt�

ì ÒÑÎËÐÑÏÞ ¿ÓÏËÕÂ Ë ÂÅÇÓÓÂ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ.
¢ÖÆÇÏ ËÔÍÂÕß ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (13) Ä ÄËÆÇ ÓÂÊÎÑÉÇ-

ÐËâ

F0�X;Y� �
X1
n� 0

X1
m�ÿ1

cnmln;m�X;Y� ; �14�

ÍÑÕÑÓÑÇ ÄÔÇÅÆÂ ÄÑÊÏÑÉÐÑ ÃÎÂÅÑÆÂÓâ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÖ (8) Ë
ÒÑÎÐÑÕÇ ÔËÔÕÇÏÞ ×ÖÐÍÙËÌ fln;m�X;Y�; n;�m � 0; 1; . . .g
Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ L2�R2�. ±ÑÆÔÕÂÄËÄ (14) Ä ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (13),
ÒÑÎÖÚËÏ ÕÑÉÆÇÔÕÄÑX

n;m

cnmln;m�X;Y��2n� jmj � y0mÿ g0 � 1� � 0

ËÎË, Ä ÔËÎÖ ÒÑÎÐÑÕÞ ÔËÔÕÇÏÞ ×ÖÐÍÙËÌ ÂÅÇÓÓÂ ë¤ÂÖÔÔÂ,
ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÞÌ ÐÂÃÑÓ ÖÔÎÑÄËÌ ÐÂ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ cnm Ë ÚËÔÎÂ
n, m:

cnm�2n� jmj � y0mÿ g0 � 1� � 0 :

¦ÔÎË ÊÂ×ËÍÔËÓÑÄÂÕß ÐÇÍÑÕÑÓÖá ÒÂÓÖ �n0;m0�, ÕÑ
ÒÓÑÃÎÇÏÂ ÒÑËÔÍÂ F0�X;Y� ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËá
ÙÇÎÞØ ÚËÔÇÎ n, m ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ

2n� jmj � y0m � 2n0 � jm0j � y0m0 : �15�
£ ÆÂÐÐÑÌ ×ÑÓÏÖÎÇ n, n0 ìÐÇÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞÇ ÙÇÎÞÇ ÚËÔÎÂ,
m,m0 ìÙÇÎÞÇ ÚËÔÎÂ, y0 ìÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÑÇ ÚËÔÎÑ. ±ÓË àÕÑÏ
g0 � 2n0 � jm0j � y0m0 � 1 Ë ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ cnm ÄÞÃË-
ÓÂáÕÔâ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÆÎâ ÕÇØ ÒÂÓ �n;m�,
ÍÑÕÑÓÞÇ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÕ ÖÓÂÄÐÇÐËá (15), Ë ÑÃâÊÂÐÞ
ÃÞÕß ÓÂÄÐÞ ÐÖÎá Ä ÒÓÑÕËÄÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ.

¥ÂÎÇÇ ÒÑÍÂÊÂÐÂ ÓÂÊÓÇÛËÏÑÔÕß ÖÓÂÄÐÇÐËâ (15) ÆÎâ
ÎáÃÑÅÑ y0 Ë ÐÂÌÆÇÐÞ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâ (13).

2.4. ³ÒËÓÂÎßÐÞÇ ÒÖÚÍË
Ë ËØ ÍÄÂÐÕÑÄÑÏÇØÂÐËÚÇÔÍËÇ ÂÐÂÎÑÅË
°ÃÑÊÐÂÚËÏ n�y0� ÏÐÑÉÇÔÕÄÑ ÄÔÇØ ÒÂÓ �n;m�, ÖÆÑÄÎÇÕÄÑ-
ÓâáÜËØ ÖÓÂÄÐÇÐËá (15). ±ÑÎÐÑÇ ÑÒËÔÂÐËÇ ÏÐÑÉÇÔÕÄÂ
n�y0� ÒÓË ÓÂÊÎËÚÐÞØ y0 Ë ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ×ÖÐÍÙËÌ F0�X;Y�
ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÒâÕË ÔÎÖÚÂâÏ.

1. ¦ÔÎË y0 ì ËÓÓÂÙËÑÐÂÎßÐÑÇ ÚËÔÎÑ, ÕÑ ÏÐÑÉÇÔÕÄÑ
n�y0� ÔÑÔÕÑËÕ ËÊ ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÒÂÓÞ �n0;m0�. ªÔÒÑÎßÊÖâ
ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ×ÖÐÍÙËÌ ÂÅÇÓÓÂ ë¤ÂÖÔÔÂ, ÎÇÅÍÑ ÒÑÍÂÊÂÕß,
ÚÕÑ ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÑ-ÖÔÕÑÌÚËÄÑÇ ÒÑÎÇ F�x; y; l � ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ y0
Ë ÒÓÇÆÔÕÂÄËÏÑ Ä ÄËÆÇ

F�x; y; l � � 1

jsj exp
�
2il�x 2 � y 2�

kr4jsj2 ÿ i�2n0 � jm0j � 1� arg s
�
�

�ln0;m0

�
x

rjsj ;
y

rjsj
�
: �16�

°ÕÔÖÕÔÕÄËÇ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ y0 ì àÕÑ, ÍÑÐÇÚÐÑ ÉÇ,
ÑÃÓÂÕÐÂâ ÔÕÑÓÑÐÂ ÓÂÆËÂÎßÐÑ-ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÌ ×ÑÓÏÞ
ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÒÑÎâ (16), ÒÑÔÍÑÎßÍÖ Ä ÆÂÐÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÐÇ
ËÏÇÇÕ ÊÐÂÚÇÐËâ, ÍÂÍÑÇ ÄÓÂÜÇÐËÇ ÇÏÖ ÒÓËÒËÔÞÄÂÕß.

2. ¦ÔÎË y0 � 0, ÕÑ y�l � � 0 Ë ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ ÒÑÎÇ
F�x; y; l � ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâÇÕÔâ ÄÆÑÎß l ÃÇÊ ÄÓÂÜÇÐËâ. ±ÓË
àÕÑÏ n�0� � f�n;m�; 2n� jmj � Ng, ÅÆÇ N � 0; 1; . . . ;

4 ³ÒÇÙËÂÎßÐÞÌ ÔÎÖÚÂÌ r � 1 ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÐÇÆË×ÓÂÅËÓÖáÜËÏ
ÒÖÚÍÂÏ [47], ÐÂÒÓËÏÇÓ ÒÖÚÍÂÏ ¢ÇÔÔÇÎâ: F�x; y; l� � Jm�

����������
2kg0

p
r��

� exp �imaÿ ig0l�, ÅÆÇ r, a ì ÒÑÎâÓÐÞÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ. ´ÂÍËÇ ÒÖÚÍË ÐÇ
ÑÃÎÂÆÂáÕ ÍÑÐÇÚÐÑÌ àÐÇÓÅËÇÌ Ë ÐÇ ÃÖÆÖÕ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕßÔâ Ä ÆÂÐÐÑÏ
ÑÃÊÑÓÇ.
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g0 � N� 1 Ë

F�x; y; l � � 1

jsj exp
�
2il�x 2 � y 2�

kr4jsj2 ÿ i�N� 1� arg s
�
�

�
XN
n� 0

cnlmin �n;Nÿn�;Nÿ2n

�
x

rjsj ;
y

rjsj
�
; �17�

ÅÆÇ cn ì ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞÇ ÍÑÐÔÕÂÐÕÞ. ±ÑÎÖÚÇÐÐÑÇ ÄÞÓÂÉÇ-
ÐËÇ ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ ÃÇÊ ÄÓÂÜÇÐËâ Ä ÒÂÓÂÍÔËÂÎßÐÑÏ
ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÏÑÅÖÕ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâÕßÔâ, ÔÑØÓÂÐââ ÔÄÑá
ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ, ÕÑÎßÍÑ ÒÑÎâ, ÍÑÕÑÓÞÇ Ä ÒÇÓÇÕâÉÍÇ ËÏÇáÕ ÄËÆ
ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËâ ÅÂÖÔÔÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÐÂ ÐÇÍÑÕÑÓÞÌ ÒÑÎËÐÑÏ
ÔÒÇÙËÂÎßÐÑÅÑ ÄËÆÂ. ¢ÑÎÇÇ ÕÑÅÑ,��F�x; y; l ��� � ��F�ÿx;ÿy; l ��� ;
Õ.Ç. ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß ÎáÃÑÅÑ ÐÇÄÓÂÜÂáÜÇÅÑÔâ ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÑ-
ÖÔÕÑÌÚËÄÑÅÑ ÒÑÎâ ÑÃÎÂÆÂÇÕ ÙÇÐÕÓÂÎßÐÑÌ ÔËÏÏÇÕÓËÇÌ. ¯Â
ÓËÔÖÐÍÇ 1 ÒÑÍÂÊÂÐÞ ÒÓËÏÇÓÞ ÕÂÍËØ ÒÑÎÇÌ. ®ÑÆÂ
¿ÓÏËÕÂ ë ¤ÂÖÔÔÂ, ËÊÑÃÓÂÉÇÐÐÂâ ÐÂ ÓËÔ. 1a, âÄÎâÇÕÔâ
ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ, ÒÑàÕÑÏÖ ÇÇ ×ÂÊÂ ÒÓËÐËÏÂÇÕ
ÕÑÎßÍÑ ÊÐÂÚÇÐËâ 0 Ë p. ¤ÑÓËÊÑÐÕÂÎßÐÞÇ Ë ÄÇÓÕËÍÂÎßÐÞÇ
ÒÓâÏÞÇ ÐÂ ×ÂÊÑÄÑÏ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËË ÏÑÆÞ ¿ÓÏËÕÂ ë
¤ÂÖÔÔÂ ÒÑÍÂÊÞÄÂáÕ ÏÇÔÕÑÒÑÎÑÉÇÐËÇ ÐÖÎÇÄÞØ ÎËÐËÌ:
ÒÓË ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËË ÕÂÍÑÌ ÎËÐËË ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÔÍÂÚÑÍ ×ÂÊÞ
ÐÂ p. ®ÑÆÞ ÂÅÇÓÓÂ ë¤ÂÖÔÔÂ ËÏÇáÕ Ë ÐÖÎÇÄÞÇ ÎËÐËË ì
ÑÍÓÖÉÐÑÔÕË, Ë ËÊÑÎËÓÑÄÂÐÐÞÌ ÐÖÎß Ä ÙÇÐÕÓÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ.

ªÊÑÎËÓÑÄÂÐÐÞÇ ÐÖÎË (ÕÑÚÍË ×ÂÊÑÄÑÌ ÔËÐÅÖÎâÓÐÑÔÕË)
ÖÆÑÃÐÑ ÍÎÂÔÔË×ËÙËÓÑÄÂÕß ÒÑ ÄÇÎËÚËÐÇ ÐÂÃÇÅÂ, ÍÑÕÑÓÞÌ
ÒÓËÑÃÓÇÕÂÇÕ ×ÂÊÂ ÒÓË ÑÃØÑÆÇ ÄÑÍÓÖÅ ÕÂÍÑÅÑ ÐÖÎâ ÒÓÑÕËÄ
ÚÂÔÑÄÑÌ ÔÕÓÇÎÍË. ¦ÔÎË ÐÂÃÇÅ ×ÂÊÞ ÒÑÎÑÉËÕÇÎÇÐ, ÕÑ ÃÖÆÇÏ
ÐÂÊÞÄÂÕß ÕÂÍÑÌ ÐÖÎß ÐÖÎÇÏ ÕËÒÂ z, ÇÔÎË ÑÕÓËÙÂÕÇÎÇÐ ì
ÐÖÎÇÏ ÕËÒÂ �z. ¯ÇÔÏÑÕÓâ ÐÂ ÕÑ, ÚÕÑ ÕÂÍÂâ ÍÎÂÔÔË×ËÍÂÙËâ
ÐÇ ÑÕÓÂÉÂÇÕ ÄÔÇÅÑ ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËâ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕÇÌ (ÐÖÎÇÄÞÇ
ÎËÐËË ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÑÌ Ë ÏÐËÏÑÌ ÚÂÔÕÇÌ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ
ÂÏÒÎËÕÖÆÞ ÏÑÅÖÕ ÒÇÓÇÔÇÍÂÕßÔâ Ë ÐÇ ÒÑÆ ÒÓâÏÞÏ ÖÅÎÑÏ
Ë ÃÞÕß ÄÇÔßÏÂ ÆÂÎÇÍË ÒÑ ÄËÆÖ ÑÕ ÎËÐÇÌÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ ÆÂÉÇ
Ä ÏÂÎÑÌ ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÐÖÎâ), ÑÐÂ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÆÂÕß ÒÓÑÔÕÇÌ-
ÛÖá ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍÖ ÒÑÄÇÆÇÐËâ ×ÂÊÞ Ä ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË
ÍÂÉÆÑÅÑ ËÊÑÎËÓÑÄÂÐÐÑÅÑ ÐÖÎâ.

¥Îâ ÏÑÆÞ l2; 5�x; y� ÕÑÚÍÂ ×ÂÊÑÄÑÌ ÔËÐÅÖÎâÓÐÑÔÕË ì
àÕÑ ÐÖÎß ÕËÒÂ z ÒâÕÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ: ÒÓË ÑÃØÑÆÇ ÄÑÍÓÖÅ ÐÇÅÑ
ÒÓÑÕËÄ ÚÂÔÑÄÑÌ ÔÕÓÇÎÍË ×ÂÊÂ ÏÇÐâÇÕÔâ ÑÕ 0 ÆÑ 2p ÒâÕß
ÓÂÊ. ¥Îâ ÏÑÆÞ l3;ÿ3�x; y� ÂÐÂÎÑÅËÚÐÂâ ÕÑÚÍÂ Ä ÙÇÐÕÓÇ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ì ËÊÑÎËÓÑÄÂÐÐÞÌ ÐÖÎß ÕËÒÂ �z ÕÓÇÕßÇÅÑ

ÒÑÓâÆÍÂ. ³ÕÓÖÍÕÖÓÐÑ-ÖÔÕÑÌÚËÄÞÇ ÒÑÎâ, ÒÑÍÂÊÂÐÐÞÇ ÐÂ
ÓËÔ. 1Å ë Ç, ÑÃÎÂÆÂáÕ ËÊÑÎËÓÑÄÂÐÐÞÏË ÐÖÎâÏË Ë ÕËÒÂ z, Ë
ÕËÒÂ �z. ¬ÑÐÕÓÂÔÕÐÞÇ ÚÇÓÐÑ-ÃÇÎÞÇ ÒÇÓÇØÑÆÞ ÐÂ ×ÂÊÑÄÞØ
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâØ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ ÔÍÎÇÌÍÇ ×ÂÊ j � 0 Ë
j � 2p.

3. ±ÖÔÕß y0 � ÿ1. ´ÑÅÆÂ 2n� jmj ÿm ÇÔÕß ÚÇÕÐÑÇ
ÐÇÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÇ ÚËÔÎÑ. °ÃÑÊÐÂÚÂâ ÇÅÑ 2N, ÐÂØÑÆËÏ
ÏÐÑÉÇÔÕÄÑ

n�ÿ1� � ��N;m�;m � 0; 1; 2; . . .
	[

[ ��N�m;m�;m � ÿ1;ÿ2; . . . ;ÿN	 ;
ÒÂÓÂÏÇÕÓ ×ÂÊÑÄÑÅÑ ÐÂÃÇÅÂ g0 � 2N� 1 Ë ÔÄÇÕÑÄÑÇ ÒÑÎÇ

F�x; y; l � � 1

jsj exp
�
2il�x 2 � y 2�

kr4jsj2 ÿ i�2N� 1� args
�
�

�
"X1

m� 0

cmlN;m�X;Y� �
XN
m� 1

cÿmlNÿm;ÿm�X;Y�
#
; �18�

ÅÆÇX� iY � �x� iy�=rs. ±ÓËN � 0 ÒÓÑÔÕÑÌ ÄËÆ ×ÖÐÍÙËÌ
ÂÅÇÓÓÂ ë¤ÂÖÔÔÂ

l0;m�X;Y� � exp �ÿX 2 ÿ Y 2��X� iY�m

ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß ÓÇÛÇÐËÇ Ä ÃÑÎÇÇ ÍÑÏÒÂÍÕÐÑÌ
×ÑÓÏÇ:

F�x; y; l � � 1

s
exp

�
2il�x 2 � y 2�

kr4jsj2
�
�

�
X1
m� 0

cm exp �ÿX 2 ÿ Y 2��X� iY�m �

� 1

s
exp

�
ÿ x 2 � y 2

r2s

�
f

�
x� iy

rs

�
: �19�

©ÆÇÔß f �z� ì ÕÂÍÂâ ÙÇÎÂâ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÂâ ×ÖÐÍÙËâ, ÚÕÑ
F�x; y; 0� 2 L2�R2�. £ ÔËÎÖ ×ÑÓÏÖÎÞ

y�l � � ÿ arctan

�
2l

kr2

�
àÄÑÎáÙËâ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÒÑÎâ F�x; y; l � ÒÓË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂ-
ÐÇÐËË ÄÞÅÎâÆËÕ ÍÂÍ ÊÂÏÇÆÎâáÜÇÇÔâ ÄÓÂÜÇÐËÇ ì ÏÂÍÔË-
ÏÂÎßÐÑÇ Ä ÑÃÎÂÔÕË ÒÇÓÇÕâÉÍË Ë ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË ÐÖÎÇÄÑÇ Ä

Â Ã Ä Å Æ Ç

²ËÔ. 1. ªÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË (ÄÇÓØÐËÌ ÓâÆ) Ë ×ÂÊÞ (ÐËÉÐËÌ ÓâÆ) ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÑ-ÖÔÕÑÌÚËÄÞØ ÒÑÎÇÌ ÃÇÊ ÄÓÂÜÇÐËâ: (a) ÏÑÆÂ ¿ÓÏËÕÂ ë¤ÂÖÔÔÂ h4; 4�x; y�;
(Ã, Ä) ÏÑÆÞÂÅÇÓÓÂ ë¤ÂÖÔÔÂl2; 5�x; y� Ël3;ÿ3�x; y�; (Å, Æ) ÏÑÆÞ ¿ÓÏËÕÂ ëÂÅÇÓÓÂ ë¤ÂÖÔÔÂg4; 4�x; yjp=10� Ëg5; 3�x; yjp=5� (ÔÏ. [50]); (Ç) ÒÑÎÇ ÄËÆÂ
(17) ÒÓË N � 8 ÔÑ ÔÒÇÙËÂÎßÐÞÏ ÒÑÆÃÑÓÑÏ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ cn, ÚÕÑÃÞ ÇÅÑ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß ÄÞÅÎâÆÇÎÂ ÍÂÍ ÒÓÂÄËÎßÐÞÌ ÛÇÔÕËÖÅÑÎßÐËÍ. ¯Â ÄÔÇØ
ÓËÔÖÐÍÂØ ÚÇÓÐÞÌ ÙÄÇÕ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÐÖÎÇÄÑÌ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË Ë ÐÖÎÇÄÑÌ ×ÂÊÇ, ÃÇÎÞÌ ì ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÌ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË Ë ×ÂÊÇ 2p.
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ÆÂÎßÐÇÌ ÊÑÐÇ. ±ÓË àÕÑÏ ÒÑÎÐÞÌ ÖÅÑÎ ÒÑÄÑÓÑÕÂ ÒÑÎâ ÒÓË
ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË ÔÑÔÕÂÄÎâÇÕ y�1� ÿ y�0� � ÿp=2.

°ÃÜÇÏÖ ÄÞÓÂÉÇÐËá (18) ÕÂÍÉÇ ÏÑÉÐÑ ÒÓËÆÂÕß ÃÑÎÇÇ
ÐÂÅÎâÆÐÖá ×ÑÓÏÖ, ÇÔÎË ÄÑÔÒÑÎßÊÑÄÂÕßÔâ ÆË××ÇÓÇÐÙË-
ÂÎßÐÞÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇÏ ×ÖÐÍÙËÌ ÂÅÇÓÓÂ ë¤ÂÖÔÔÂ ËÊ
[51]:

ln;�m�X;Y� � �ÿ1�
n�m

2 n�mn!
exp �X 2 � Y 2��

� qn

q�X� iY�n
qn�m

q�X� iY�n�m exp �ÿ2X 2 ÿ 2Y 2� :

°ÍÑÐÚÂÕÇÎßÐÑ ËÏÇÇÏ

F�x; y; l � � 1

jsj exp
�
2il�x 2 � y 2�

kr4jsj2 ÿ i�2N� 1� args
�
�

� exp �Z �Z� qN

qZN

�
exp �ÿ2Z �Z� f �Z�� �

� 1

s
exp

�
ÿ x 2 � y 2

r2s
ÿ 2iN arg s

��
q
qZ
ÿ 2 �Z

�N

f �Z� ; �20�

ÅÆÇ Z � �x� iy�=rs Ë �Z � �xÿ iy�=r�s.
4. ³ÎÖÚÂÌ y0 = 1 ÒÑÎÐÑÔÕßá ÂÐÂÎÑÅËÚÇÐ ÒÓÇÆÞÆÖ-

ÜÇÏÖ. ±ÑÎÂÅÂâ 2n� jmj �m � 2N, ÐÂØÑÆËÏ

n�1� � ��N;m�;m � 0;ÿ1;ÿ2; . . .
	[

[ ��Nÿm;m�;m � 1; 2; . . . ;N
	
;

g0 � 2N� 1 Ë

F�x; y; l � � 1

jsj exp
�
ÿ x 2 � y 2

r2s
ÿ i�2N� 1� args

�
�

�
�

q
q �Z
ÿ 2Z

�N

f � �Z� ; �21�

ÅÆÇ Z � �x� iy�=r�s, �Z � �xÿ iy�=rs. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÒÓË
N � 0 ÒÑÎÖÚÂÇÏ

F�x; y; l � � 1

s
exp

�
ÿ x 2 � y 2

r2s

�
f

�
xÿ iy

rs

�
: �22�

©ÆÇÔß, ÍÂÍ Ë Ä (19), f �z�ìÒÓÑËÊÄÑÎßÐÂâ ÙÇÎÂâ ×ÖÐÍÙËâ, ÐÇ
ÐÂÓÖÛÂáÜÂâ ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÑÌ ËÐÕÇÅÓËÓÖÇÏÑÔÕË ×ÖÐÍÙËË
F�x; y; 0�. ¿ÕÑ ÖÔÎÑÄËÇ ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÆÎâ
ÎáÃÑÌ ÙÇÎÑÌ ×ÖÐÍÙËË f �z� Ô ÒÑÓâÆÍÑÏ ÓÑÔÕÂ rf < 2. £
ÚÂÔÕÐÑÔÕË, Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ f �z� ÏÑÉÐÑ ÄÞÃÓÂÕß ÐÇÍÑÕÑÓÞÌ
ÒÑÎËÐÑÏ. ³ÕÓÖÍÕÖÓÐÑ-ÖÔÕÑÌÚËÄÞÇ ÒÑÎâ ÆÎâ àÕÑÅÑ ÔÎÖÚÂâ
ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑ Ë ÐÇÊÂÄËÔËÏÑ ÃÞÎË ÒÑÎÖÚÇÐÞ Ä [52].

5.ª, ÐÂÍÑÐÇÙ, ÇÔÎË y0 âÄÎâÇÕÔâ ÓÂÙËÑÐÂÎßÐÞÏ ÚËÔÎÑÏ,
ÑÕÎËÚÐÞÏ ÑÕ 0 Ë �1, ÕÑ ÏÐÑÉÇÔÕÄÑn�y0� ÐÂÓâÆÖ Ô ÒÂÓÑÌ
�n0;m0� ÔÑÆÇÓÉËÕ ÐÇÍÑÕÑÓÖá ÒÂÓÖ �n1;m1 6� m0�. £ àÕÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ

y0 � 2n0 � jm0j ÿ 2n1 ÿ jm1j
m1 ÿm0

;

Ë ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÑ-ÖÔÕÑÌÚËÄÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ËÏÇÇÕ ÄËÆ

F�x; y; l � � 1

jsj exp
�
2il�x 2 � y 2�

kr4jsj2 ÿ

ÿ i�2n0 � jm0j � y0m0 � 1� args
� X
n�y0�

cnmln;m�X;Y� ;
�23�

ÅÆÇ X� iY � �x� iy� exp �iy0 args�=rjsj, Ë ÏÐÑÉÇÔÕÄÑ
n�y0� ÄÔÇØ ÒÂÓ �n;m�, ÒÑ ÍÑÕÑÓÞÏ ËÆÇÕ ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËÇ,
ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ. ¢ÖÆÇÏ ÔÚËÕÂÕß, ÚÕÑ
sgnm0 � 1 ÆÎâ m0 5 0 Ë sgnm0 � ÿ1 ÆÎâ m0 < 0. ±ÓÇÆ-
ÔÕÂÄËÏ y0 Ä ÄËÆÇ ÆÓÑÃËP=Q, ÅÆÇP ËQìÄÊÂËÏÐÑ ÒÓÑÔÕÞÇ
ÚËÔÎÂ ËQ > 0. £ÑÊÏÑÉÐÞ ÄÂÓËÂÐÕÞ: 1) ÑÆÐÑ ËÊ ÚËÔÇÎP,Q
ÚÇÕÐÑÇ, 2) ÑÃÂ ÚËÔÎÂ P Ë Q ÐÇÚÇÕÐÞÇ. £ ÒÇÓÄÑÏ ÔÎÖÚÂÇ

n�y0� �
�ÿ

n0 � �P�Q sgnm0�k; m0 ÿ 2Qk
�
;

k 2 Z; n5 0; m sgnm0 5 0
	[

[ �ÿn0 � jm0j � �PÿQ sgnm0�k; m0 ÿ 2Qk
�
;

k 2 Z; n5 0; m sgnm0 < 0
	

;

ÄÑ ÄÕÑÓÑÏ ÔÎÖÚÂÇ

n�y0� �
��

n0 � 1

2
�P�Q sgnm0�k; m0 ÿQk

�
;

k 2 Z; n5 0; m sgnm0 5 0

�
[

[
��

n0 � jm0j � 1

2
�PÿQ sgnm0�k; m0 ÿQk

�
;

k 2 Z; n5 0; m sgnm0 < 0

�
:

±ÓÑËÎÎáÔÕÓËÓÖÇÏ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇ àÕËØ ×ÑÓÏÖÎ ÐÂ
ÆÄÖØ ÒÓËÏÇÓÂØ.

±ÖÔÕß y0 � ÿ0;4 � ÿ2=5. ´ÑÅÆÂ P � ÿ2, Q � 5, Ë ÒÑ-
ÔÕÓÑÇÐËÇ ÏÐÑÉÇÔÕÄÂn�y0� ÒÓÑËÊÄÑÆËÕÔâ ÒÑ ÄÂÓËÂÐÕÖ 1).
¦ÔÎË ÄÞÃÓÂÕß ÐÂÚÂÎßÐÖá ÒÂÓÖ �n0;m0� ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ,
ÚÕÑ m0 > 0, ÕÑ

n

�
ÿ 2

5

�
�
�
�n0 � 3k;m0 ÿ 10k�; k 2 Z; ÿ n0

3
4 k4

m0

10

�
[

[
�
�n0 �m0 ÿ 7k;m0 ÿ 10k�; k 2 Z;

m0

10
< k4

n0 �m0

7

�
:

£ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÒÓË n0 � 0, m0 � 9 ÒÑÎÖÚÂÇÏ n�ÿ2=5� �
� f�0; 9�; �2;ÿ1�g Ë

F�x; y; l � � 1

jsj exp
�
ÿ x 2 � y 2

r2s
ÿ 6;4i args

�
�

�
�
c1

�
x� iy

rjsj exp �ÿ0;4i args�
�9

�

� c2
xÿ iy

rjsj exp �0;4i args�L1
2

�
2x 2 � 2y 2

r2jsj2
��

:

©ÆÇÔß c1, c2 ì ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞÇ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÇ ÍÑÐÔÕÂÐÕÞ Ë
s � 1� 2il=kr2. ³ÒËÓÂÎßÐÞÌ ÒÖÚÑÍ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÌ
ÊÐÂÚÇÐËâÏ c1 � 1 Ë c2 � ÿ49i, ÒÑÍÂÊÂÐ ÐÂ ÓËÔ. 2. ±ÓË
ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË ËÊ ÑÃÎÂÔÕË ÒÇÓÇÕâÉÍË Ä ÆÂÎßÐáá ÊÑÐÖ
ÒÖÚÑÍ ÒÑÄÑÓÂÚËÄÂÇÕÔâ ÐÂ ÖÅÑÎ y�1� ÿ y�0� � py0=2 �
� ÿ2p=10. ªÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß ÐÇ ÏÇÐâÇÕÔâ ÑÕ ÕÂÍÑÅÑ ÒÑÄÑ-
ÓÑÕÂ, ÒÑàÕÑÏÖ ÆÂÐÐÞÌ ÔÒËÓÂÎßÐÞÌ ÒÖÚÑÍ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ
ÔÑÃÑÌ ÒÓËÏÇÓ ÒÑÎâ, ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÅÑ Í ÆÄÖÏÇÓÐÑÏÖ ÒÓÇÑÃ-
ÓÂÊÑÄÂÐËá ¶ÖÓßÇ.

±ÖÔÕß ÕÇÒÇÓß y0 � ÿ3. ´ÑÅÆÂ P � ÿ3, Q � 1 Ë ÆÎâ
ÒÑÔÕÓÑÇÐËâ n�y0� ËÔÒÑÎßÊÖÇÕÔâ ÄÂÓËÂÐÕ 2). ¦ÔÎË ÄÞ-
ÃÓÂÕß ÐÂÚÂÎßÐÖá ÒÂÓÖ n0 � m0 � 0, ÕÑ ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ ÏÐÑ-
ÉÇÔÕÄÑ n�ÿ3� � f�k; k�; k � 0; 1; 2; . . .g Ë ÔÒËÓÂÎßÐÞÌ
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ÒÖÚÑÍ

F�x; y; l � � 1

s
exp

�
ÿ x 2 � y 2

r2s

�
�

�
X1
k� 0

ck

�
x� iy

rjsj exp �ÿ3i arg s�
�k

Lk
k

�
2x 2 � 2y 2

r2jsj2
�
:

£ ÆÂÐÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ, Ä ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÒÓÇÆÞÆÖÜÇÅÑ, ËÏÇÇÕÔâ
ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÇ ÚËÔÎÑ ÔÕÇÒÇÐÇÌ ÔÄÑÃÑÆÞ, Õ.Ç. ÍÑÐÔÕÂÐÕ ck, ÆÎâ
ÒÑÔÕÓÑÇÐËâ ÒÑÎâ F. ³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ, ÚËÔÎÑ ÔËÐÅÖÎâÓÐÑÔ-
ÕÇÌ ×ÂÊÞ Ö ÕÂÍÑÅÑ ÒÖÚÍÂÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÐÇ ÕÑÎßÍÑ ÍÑÐÇÚÐÞÏ,
ÐÑ Ë ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÞÏ. °ÆÐËÏ ËÊ ÒÓËÏÇÓÑÄ ÒÑÆÑÃÐÑÅÑ ÓÑÆÂ
âÄÎâÇÕÔâ ÔÒËÓÂÎßÐÞÌ ÒÖÚÑÍ, ÒÑÔÕÓÑÇÐÐÞÌ ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ
ÏÑÆË×ËÙËÓÑÄÂÐÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË ¢ÇÔÔÇÎâ Ë ËÏÇáÜËÌ Ä
ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÒÇÓÇÕâÉÍË ÔÎÇÆÖáÜËÌ ÄËÆ:

F�x; y; 0� � exp �ÿz�z� az� In�2z
������������������
a2 ÿ 2a�z
p

�
�2z

������������������
a2 ÿ 2a�z
p

�n
:

©ÆÇÔß a Ë n ì ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ, z � �x� iy�=r Ë
�z � �xÿ iy�=r ì ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÇ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ. ¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 3
ÒÑÍÂÊÂÐ ÒÖÚÑÍ F�x; y; 0� � F�y;ÿx; 0� � F�ÿx;ÿy; 0��
�F�ÿy; x; 0� ÒÓË a � 1;3 Ë n � 1.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÑÎÐÑÔÕßá ÊÂÄÇÓÛÇÐÑ ÑÒËÔÂÐËÇ
ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÑ-ÖÔÕÑÌÚËÄÞØ ÓÇÛÇÐËÌ ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍÑÅÑ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâ, ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÜËØ ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÑÏÖ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËá
(4) Ë ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÖ (8). ³ÄÇÕÑÄÞÇ ÒÑÎâ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ
ÐÂÌÆÇÐÐÞÏ ÓÇÛÇÐËâÏ (16) ë (23), ÒÓË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË
ÄÆÑÎß ÑÔË l ÄÓÂÜÂáÕÔâ ÒÑ ÊÂÍÑÐÖ y�l �� y0 arctan �2l=kr2�
Ë ÖÄÇÎËÚËÄÂáÕÔâ Ä ÏÂÔÛÕÂÃÇ ÒÑ ÊÂÍÑÐÖ d�l � �
� ���������������������������

1� 4l 2=k 2r4
p

.

¦ÔÎË Ä ËÔØÑÆÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË l � 0 ÊÂ×ËÍÔËÓÑÄÂÕß
ÐÇÍÑÕÑÓÖá ÕÑÚÍÖ �x0; y0�, ÕÑ ÇÇ ÒÖÕß ÒÓË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇ-
ÐËË ÒÑÎâ F�x; y; l � ÑÒËÛÇÕ ÐÇÍÑÕÑÓÖá ÔÒËÓÂÎß x� iy �
� �x0 � iy0�jsj exp �ÿiy0 arg s�. ±ÓË ÏÂÎÞØ jy0j ÐÂÊÄÂÐËÇ
"ÔÒËÓÂÎß" ÆÑÄÑÎßÐÑ ÖÔÎÑÄÐÑ Ë ÖÍÂÊÞÄÂÇÕ ÎËÛß ÐÂ
ÐÇÍÑÕÑÓÖá ÕÇÐÆÇÐÙËá Í ÒÑÄÑÓÑÕÖ, ÐÑ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÃÑÎßÛËØ
jy0j ÕÑÚÍÂ �x0; y0� ÒÓË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË ÒÑÎâ F ÔÑÄÇÓÛÂÇÕ
jy0j=4 ÑÃÑÓÑÕÑÄ ÄÑÍÓÖÅ ÑÔË l ÒÑ ÚÂÔÑÄÑÌ ËÎË ÒÓÑÕËÄ
ÚÂÔÑÄÑÌ ÔÕÓÇÎÍË Ä ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÊÐÂÍÂ y0 (ÓËÔ. 4).
©ÂÄÇÓÛÂÇÕÔâ ÕÂÍÑÇ ÐÇÓÂÄÐÑÏÇÓÐÑÇ ÄÓÂÜÇÐËÇ ÂÔËÏÒÕÑÕË-
ÚÇÔÍËÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇÏ Í ÒÓâÏÑÌ

x� iy � �x0 � iy0�
�
1� 2il

kr2

�
exp

�
ÿ pi�y0 � 1�

2

�
:

°ÕÏÇÕËÏ ÕÂÍÉÇ, ÚÕÑ ÎËÐËË ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ×ÂÊÞ ÐÂÌÆÇÐÐÞØ
ÓÇÛÇÐËÌ ÄÐÇ ÒÇÓÇÕâÉÍË ËÏÇáÕ ÔÒËÓÂÎÇÄËÆÐÖá ×ÑÓÏÖ.
¿ÕË ÆÄÂ ÑÃÔÕÑâÕÇÎßÔÕÄÂ ÒÑÊÄÑÎËÎË ÒÓÇÆÎÑÉËÕß ÐÂÊÄÂ-
ÐËÇ "ÔÒËÓÂÎßÐÞÇ ÒÖÚÍË ÔÄÇÕÂ" ÆÎâ ÐÂÌÆÇÐÐÞØ ÔÄÇÕÑÄÞØ
ÒÑÎÇÌ [45].

³ÄâÊß ÏÇÉÆÖ ÒÂÓÂÍÔËÂÎßÐÑÌ ÑÒÕËÍÑÌ Ë ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ
ÏÇØÂÐËÍÑÌ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÎÂÔß ÓÂÊÎËÚÐÞÏË ÂÄÕÑÓÂÏË (ÔÏ.,

Â
Ã Ä

²ËÔ. 2. ³ÒËÓÂÎßÐÞÌ ÒÖÚÑÍ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓÖ ÄÓÂÜÇÐËâ y0 � ÿ2=5: (Â) àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÑ ÊÂÓÇÅËÔÕÓËÓÑÄÂÐÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ
ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÔÒËÓÂÎßÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ, (Ã) ÎËÐËË ÖÓÑÄÐâ ×ÖÐÍÙËË jl0;9�x; y� ÿ 49il2;ÿ1�x; y�j2, (Ä) ×ÓÂÅÏÇÐÕ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ
ÒÖÚÍÂ Ä ÑÃÎÂÔÕË ÒÇÓÇÕâÉÍË.

Â Ã

²ËÔ. 3. ªÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß (Â) Ë ×ÂÊÂ (Ã) ÔÒËÓÂÎßÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ, ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖáÜÇÅÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÖ ÄÓÂÜÇÐËâ y0 � ÿ3.

ly

x

²ËÔ. 4. ´ÓÂÇÍÕÑÓËâ ÆÄËÉÇÐËâ ÕÑÚÍË �x0; y0� ÒÓË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË
ÔÒËÓÂÎßÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ F�x; y; l � Ô y0 � ÿ15.
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ÐÂÒÓËÏÇÓ, [48, 53]). ¬ÂÍÂâ ÍÑÐÍÓÇÕÐÂâ ÍÄÂÐÕÑÄÑÏÇØÂÐË-
ÚÇÔÍÂâ ÔËÕÖÂÙËâ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÔÒËÓÂÎßÐÞÏ ÒÖÚÍÂÏ?
µÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÔÒËÓÂÎßÐÞØ ÒÖÚÍÑÄ (13) ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂ-
ÄËÕß ÚÇÓÇÊ ÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÞÇ ÒÑÎâÓÐÞÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ:

HH 2F� 4iy0
qF
qf
ÿ 4F�R 2 ÿ g0� � 0 :

©ÆÇÔß R Ë f ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ËÊ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ R exp �if� �
� �x� iy� exp �iy0 args�=rjsj.

£ÏÇÔÕÇ Ô ÕÇÏ Ä ÑÃÞÚÐÞØ ÒÑÎâÓÐÞØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂØ R, f
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ ÆÎâ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË c ÊÂÓâ-
ÉÇÐÐÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ, ËÏÇáÜÇÌ ÏÂÔÔÖ M Ë ÊÂÓâÆ e, Ä ÑÆÐÑ-
ÓÑÆÐÑÏ ÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÒÑÎÇ ÐÂÒÓâÉÇÐÐÑÔÕßá H ÊÂÒËÔÞ-
ÄÂÇÕÔâ ÍÂÍ [54]

HH 2c� 4i sgn �eH� qc
qf
ÿ 4c

�
R 2 ÿ 2cME1

�hjeHj
�
� 0 ;

ÅÆÇ E1 � Eÿ p2z=2M, Eì àÐÇÓÅËâ ÚÂÔÕËÙÞ, pz ì ËÏÒÖÎßÔ
ÚÂÔÕËÙÞ ÄÆÑÎß ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ ÒÑÎâ. £ËÆÐÂ àÍÄËÄÂ-
ÎÇÐÕÐÑÔÕß àÕËØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÒÓË y0 � sgn �eH�, g0 �
� 2cME1=�hjeHj. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÓË y0 � �1, g0 � 1
ÔÒËÓÂÎßÐÞÏ ÒÖÚÍÂÏ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ ÄÑÎÐÑÄÞÇ ×ÖÐÍÙËË
ÚÂÔÕËÙÞ Ä ÒÑÔÕÑâÐÐÑÏ ÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÒÑÎÇ Ô ÑÔÐÑÄÐÞÏ
ÔÑÔÕÑâÐËÇÏ E1 � �hjeHj=2cM. ¯ÇÑÃØÑÆËÏÑ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ
ÄËÆ ÒÓËÄÇÆÇÐÐÞØ ÄÞÛÇ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ
ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ä ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÔËÔÕÇÏÂØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ.

2.5. ¿ÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÂâ ÓÇÂÎËÊÂÙËâ
ÔÒËÓÂÎßÐÞØ ÒÖÚÍÑÄ
2.5.1. ®ÇÕÑÆ ÂÔÕËÅÏÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ. ªÊÄÇÔÕÐÑ
[55], ÚÕÑ Ä ÖÔÕÑÌÚËÄÑÏ ÆÄÖØÊÇÓÍÂÎßÐÑÏ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÇ
ÚÂÔÕÑÕÞ ÅÇÐÇÓÂÙËË ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ

oq � 2c

L0
�g arccos ���������

g1g2
p � pq� ; �24�

ÅÆÇ c ì ÔÍÑÓÑÔÕß ÔÄÇÕÂ, L0 ì ÆÎËÐÂ ÒÑÎÐÑÅÑ ÑÃØÑÆÂ
ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ, g1; 2 � �1ÿ L0=2R1; 2� ì ÍÑÐ×ËÅÖÓÂÙËÑÐÐÞÇ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ, R1; 2 ì ÓÂÆËÖÔÞ ÍÓËÄËÊÐÞ ÊÇÓÍÂÎ, q ì
ÂÍÔËÂÎßÐÞÌ ËÐÆÇÍÔ, g ì ÒÂÓÂÏÇÕÓ, ÓÂÄÐÞÌ g � n�m� 1
ÆÎâ ÏÑÆ ¿ÓÏËÕÂ ë¤ÂÖÔÔÂhn;m�x; y� Ë g � 2n� jmj � 1 ÆÎâ
ÏÑÆ ÂÅÇÓÓÂ ë¤ÂÖÔÔÂln;m�x; y�. ÇÅÍÑ ÄËÆÇÕß, ÚÕÑ ÏÑÆÞ,
ÆÎâ ÍÑÕÑÓÞØ g � const, âÄÎâáÕÔâ ÄÞÓÑÉÆÇÐÐÞÏË ÒÑ
ÚÂÔÕÑÕÇ. ¦ÔÎË ÓÇÊÑÐÂÕÑÓ ÕÂÍÑÄ, ÚÕÑ arccos

���������
g1g2
p �

� pM=N, ÅÆÇ M Ë N ì ÄÊÂËÏÐÑ ÒÓÑÔÕÞÇ ÚËÔÎÂ, ÕÑ
ÖÔÎÑÄËÇ ÄÞÓÑÉÆÇÐËâ ÒÑ ÚÂÔÕÑÕÇ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÔÒÓÂÄÇÆÎË-
ÄÞÏ ÕÂÍÉÇ Ë ÆÎâ ÏÑÆ, ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÜËØ ÖÔÎÑÄËá

gM� qN � const : �25�

£ ÔÄâÊË Ô àÕËÏ Ö ÔÖÏÏÞ ÕÂÍËØ ÏÑÆ ÑÕÔÖÕÔÕÄÖáÕ ÃËÇÐËâ, Ë
ÑÐÂ ÕÂÍÉÇ âÄÎâÇÕÔâ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÏ, ÐÇ ÊÂÄËÔâÜËÏ ÑÕ
ÄÓÇÏÇÐË Ä ÍÂÉÆÑÏ ÔÄÑÇÏ ÔÇÚÇÐËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ.
°ÆÐÂÍÑ, ÍÂÍ ÎÇÅÍÑ ÄËÆÇÕß, ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ g ÔÎÂÅÂÇÏÞØ
ÔÖÏÏÞ ÓÂÊÎËÚÐÞ, ÒÑàÕÑÏÖ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑ-
ÔÕË ÕÂÍÑÌ ÔÖÒÇÓÒÑÊËÙËË ÃÖÆÇÕ ÏÇÐâÕßÔâ ÒÓË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂ-
ÐÇÐËË. ±ÖÔÕß, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÅÇÐÇÓËÓÖÇÏÑÇ ÒÑÎÇ ÇÔÕß ÔÖÏÏÂ
ÕÂÍËØ ÏÑÆ ÂÅÇÓÓÂ ë¤ÂÖÔÔÂln1;m1

�x; y� Ëln2 ;m2
�x; y�, ÚÕÑ

g1 6� g2, Ë ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ ÖÔÎÑÄËÇ (25). ´ÑÅÆÂ ÔÑÅÎÂÔÐÑ (23)
àÕÂ ÔÖÏÏÂ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÔÒËÓÂÎßÐÞÌ ÒÖÚÑÍ Ô
ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÏ ÄÓÂÜÇÐËâ y0 � �g1 ÿ g2�=�m2 ÿm1�. °ÆÐÂÍÑ
Ä ÓÇÂÎßÐÞØ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂØ ËÊ-ÊÂ ÐÂÎËÚËâ ÂÐËÊÑÕÓÑÒËË
(ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÂÔÕËÅÏÂÕËÊÏÂ ÑÍÑÐ ¢ÓáÔÕÇÓÂ), ÇÔÎË ÐÇ ÒÓË-

ÐËÏÂáÕÔâ ÔÒÇÙËÂÎßÐÞÇ ÏÇÓÞ, ÑÃÞÚÐÑ ÅÇÐÇÓËÓÖáÕÔâ
ÏÑÆÞ ¿ÓÏËÕÂ ë¤ÂÖÔÔÂ, ÒÑàÕÑÏÖ ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑÇ ÒÑÎÖ-
ÚÇÐËÇ ÔÒËÓÂÎßÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ ÆÑÄÑÎßÐÑ ÊÂÕÓÖÆÐËÕÇÎßÐÑ.
£ÞÒÓÂÄËÕß ÔËÕÖÂÙËá ÏÑÉÐÑ, ÄÑÔÒÑÎßÊÑÄÂÄÛËÔß ÓÇÊÖÎß-
ÕÂÕÂÏË ÓÂÃÑÕÞ [56], ÅÆÇ ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍË Ë àÍÔÒÇÓËÏÇÐ-
ÕÂÎßÐÑ ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ Ô ÒÑÏÑÜßá ÂÔÕËÅÏÂÕËÚÇÔÍÑÌ
ÑÒÕËÍË ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÕß ÎáÃÑÌ ÒÖÚÑÍ ¿ÓÏËÕÂ ë
¤ÂÖÔÔÂ Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÌ ÒÖÚÑÍ ÂÅÇÓÓÂ ë ¤ÂÖÔÔÂ Ë
ÑÃÓÂÕÐÑ. ±ÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ËÏÇÇÕ ÔÎÇÆÖáÜËÌ ÄËÆ:��

R2
exp

�
ÿi�xx� yZ� � 2ixZ

r2

�
hn;m

�
x
r
;
Z
r

�
dx dZ �

� pr2���
2
p �ÿ1�n�m exp

�
ÿ ir2xy

4

�
�

�
�2i�nm!lm; nÿm

�
rx

2
���
2
p ;

ry

2
���
2
p
�
�n5m� ;

�2i�mn!ln;mÿn

�
ry

2
���
2
p ;

rx

2
���
2
p
�

�n4m� :

8>><>>: �26�

¦ÅÑ ÏÑÉÐÑ ÓÇÂÎËÊÑÄÂÕß ÓÂÊÎËÚÐÞÏË ÔÒÑÔÑÃÂÏË ÒÑÔÓÇÆ-
ÔÕÄÑÏ ÙËÎËÐÆÓËÚÇÔÍÑÌ Ë Ô×ÇÓËÚÇÔÍÑÌ ÑÒÕËÍË. ±ÓËÏÇÓÞ
ÑÒÕËÚÇÔÍËØ ÔØÇÏ Ë ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÑÄ ÒÑ ÍÑÐ-
ÍÓÇÕÐÞÏ ÓÇÂÎËÊÂÙËâÏ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ (26), ÍÑÕÑÓÑÇ
ÆÂÎÇÇ ÃÖÆÇÏ ÐÂÊÞÄÂÕß ÂÔÕËÅÏÂÕËÚÇÔÍËÏ, ÒÓËÄÇÆÇÐÞ Ä
[45, 56].

±ÖÔÕß ÒÖÚÑÍ, ÅÇÐÇÓËÓÖÇÏÞÌ ÎÂÊÇÓÑÏ, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ
ÔÑÃÑÌ ÔÖÏÏÖ ÆÄÖØ ÏÑÆ ¿ÓÏËÕÂ ë¤ÂÖÔÔÂ Ô ËÐÆÇÍÔÂÏË
(n1, m1), (n2, m2) Ë n1 �m1 6� n2 �m2. ¡ÔÕËÅÏÂÕËÚÇÔÍÑÇ
ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÇÅÑ ÕÓÂÐÔ×ÑÓÏËÓÑÄÂÕß Ä
ÔÖÏÏÖ ÆÄÖØ ÏÑÆ ÂÅÇÓÓÂ ë¤ÂÖÔÔÂ Ô ËÐÆÇÍÔÂÏË
�min �nj;mj�, nj ÿmj�, j � 1; 2. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÃÖÆÇÕ ÒÑÎÖÚÇÐ
ÖÉÇ ÔÒËÓÂÎßÐÞÌ ÒÖÚÑÍ Ô ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÏ ÄÓÂÜÇÐËâ
y0 � �n1 �m1 ÿ n2 ÿm2�=�n2 �m1 ÿ n1 ÿm2�.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÆÎâ ÒÓËÏÇÓÂ ÔÎÖÚÂÌ M=N � 1=3 (ÓÇÊÑ-
ÐÂÕÑÓ: R1 � 2 Ï, R2 � 1, L0 � 3 Ï). £ ÐÇÏ ÃÖÆÇÕ
ÄÞÓÑÉÆÇÐÂ ÒÑ ÚÂÔÕÑÕÇ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÔÖÏÏÂ ÏÑÆ ¿ÓÏËÕÂ ë
¤ÂÖÔÔÂ ÄËÆÂ

P
k ckh0;3k�2�x; y� (ÓËÔ. 5). ±ÑÆÑÃÐÂâ ÍÑÏÃË-

ÐÂÙËâ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÓÇÂÎËÊÑÄÂÐÂ ÒÑÔÓÇÆÔÕÄÑÏ ÄÐÇÔÇÐËâ
ÕÑÐÍËØ ÒÓÑÄÑÎÑÚÇÍ (� 15 ÏÍÏ) Ä ÒÑÎÇ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ. ÇÅÍÑ
ÄËÆÇÕß, ÚÕÑ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÏ ÂÔÕËÅÏÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂ-
ÐËâ ÕÂÍÑÅÑ ÒÑÎâ ÃÖÆÇÕ ÔÒËÓÂÎßÐÞÌ ÒÖÚÑÍ Ô 2p=3-ÔËÏÏÇÕ-
ÓËÇÌ (ÓËÔ. 6).

2.5.2. £ÐÖÕÓËÓÇÊÑÐÂÕÑÓÐÞÌ ÔËÐÕÇÊ ÔÒËÓÂÎßÐÞØ ÒÖÚÍÑÄ.¥Îâ
ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÍÑÐ×ËÅÖÓÂÙËË ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÑÄ, ÒÑÊÄÑÎâáÜËØ
ÑÃÇÔÒÇÚËÄÂÕß ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÖá ÅÇÐÇÓÂÙËá ÔÒËÓÂÎßÐÞØ
ÒÖÚÍÑÄ, ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ÕÂÍÑÅÑ ÒÖÚÍÂ Ä ÖÔÕÑÌÚË-
ÄÑÏ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÇ, ÑÒËÔÞÄÂÇÏÑÏ ÏÂÕÓËÙÇÌ ÒÑÎÐÑÅÑ ÑÃØÑÆÂ
ABCD.

¬ÂÍ ÃÞÎÑ ÒÑÍÂÊÂÐÑ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 2.4, ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞÌ
ÔÒËÓÂÎßÐÞÌ ÒÖÚÑÍ F, ÒÂÓÂÏÇÕÓ ÄÓÂÜÇÐËâ ÍÑÕÑÓÑÅÑ
ÓÂÄÇÐ y0, ÐÂ ÓÂÔÔÕÑâÐËË l ÑÕ ÑÃÎÂÔÕË ÒÇÓÇÕâÉÍË ÄÞÓÂ-
ÉÂÇÕÔâ ÚÇÓÇÊ ÏÑÆÞ ÂÅÇÓÓÂ ë¤ÂÖÔÔÂ ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂ-
ÊÑÏ:

F�r;f� � w0

w
exp

�
ikr 2

2R
ÿ ig0F0

� X
n�y0�

cnmln;m

�
r

w
;f
�
�

� w0

w
exp

�
ikr 2

2Q
ÿ ig0F0

� X
n�y0�

cnm

�
r

w

�jmj
�

� exp �imf�Ljmjn

�
2r 2

w 2

�
; �27�
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ÅÆÇ ln;m�r;f� � exp �ÿr 2�r jmj exp �imf�Ljmjn �2r 2� ì ÏÑÆÂ
ÂÅÇÓÓÂ ë¤ÂÖÔÔÂ Ä ÒÑÎâÓÐÞØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂØ; F0 ì ×ÂÊÑ-
ÄÞÌ ÐÂÃÇÅ ÐÖÎÇÄÑÌ ÏÑÆÞ ËÊ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÒÇÓÇÕâÉÍË; w0,
w ì ÅÂÖÔÔÑÄÞ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ ÒÖÚÍÂ Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÒÇÓÇÕâÉÍË
Ë ÐÂ ÓÂÔÔÕÑâÐËË l ÑÕ ÐÇÇ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ; 1=Q �
� 1=R� 2i=kw 2 ì ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓ ÒÖÚÍÂ; k ì
ÄÑÎÐÑÄÑÇ ÚËÔÎÑ Ën�y0�ìÏÐÑÉÇÔÕÄÑ ÕÂÍËØ ÙÇÎÑÚËÔÎÇÐ-
ÐÞØ ÒÂÓ �n;m�, ÚÕÑ 2n� jmj � y0m� 1 � g0 � const.

©ÆÇÔß Ë ÆÂÎÇÇ Ä àÕÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ÄÏÇÔÕÑ r, rjsj, arg s
ËÔÒÑÎßÊÖáÕÔâ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ w0, w, F0, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÄÞÚË-
ÔÎÇÐËâ Ô ÏÂÕÓËÙÇÌ ABCD ÑÃÞÚÐÑ ÑÒËÔÞÄÂáÕÔâ Ä ÕÂÍËØ
ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâØ. ¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÄÏÇÔÕÑ ÆÇÍÂÓÕÑÄÑÌ ËÔÒÑÎß-
ÊÖÇÕÔâ ÒÑÎâÓÐÂâ ÔËÔÕÇÏÂ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ, ÚÕÑ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÃÑÎÇÇ
ÐÂÅÎâÆÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÕß ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË, ÔÄâÊÂÐÐÞÇ Ô ÖÅÎÂÏË
ÒÑÄÑÓÑÕÂ.

±ÑÔÎÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ÒÑÎâ (27) ÑÒÕËÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÑÌ
Ô ÏÂÕÓËÙÇÌ ABCD ÑÐÑ ËÏÇÇÕ ÄËÆ [57]

F1�r;f� � w

w1
exp

�
ikL0 � ikr 2

2Q1

�
�

�
X
n�y0�

cnm exp
�ÿiÿ2n� jmj � 1

�
F
�� r

w1

�jmj
�

� exp �imf�Ljmjn

�
2r 2

w2
1

�
; �28�

ÅÆÇ L0 ì ÑÒÕËÚÇÔÍÂâ ÆÎËÐÂ ÒÖÕË ÄÆÑÎß ÑÔË ÔËÔÕÇÏÞ,
w 2
1 � w 2jA� B=Qj2, F � arg �A� B=Q�, Q1 � �AQ� B�=

=�CQ �D� Ë ADÿ BC � 1. ±ÖÔÕß ÕÇÒÇÓß ABCD ì ÏÂÕ-
ÓËÙÂ ÒÑÎÐÑÅÑ ÑÃØÑÆÂ ÐÇÍÑÕÑÓÑÅÑ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÅÑ ÓÇÊÑÐÂ-
ÕÑÓÂ. ªÊ ÖÔÎÑÄËâ ÔÂÏÑÄÑÔÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËâ ÍÂÉÆÑÅÑ ÔÎÂÅÂÇ-

ÏÑÅÑ ÒÑÎâ (27) ÒÓË ÒÑÎÐÑÏ ÑÃØÑÆÇ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ Q1 � Q
ÒÑÎÖÚËÏ

w1 � w ;
kw 2

2
� B��������������������������������

1ÿ �A�D�2=4
q ; F � arccos

A�D

2
:

´ÑÅÆÂ Ô ÖÚÇÕÑÏ, ÚÕÑ 2n� jmj � 1 � g0 ÿ y0m, àÄÑÎáÙËâ
ÔÒËÓÂÎßÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ (27) ÒÓË ÑÃØÑÆÇ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ ÃÖÆÇÕ
ÔÎÇÆÖáÜÇÌ:

F1�r;f� � exp

�
ikL0 ÿ ig0 arccos

A�D

2

�
�

� F

�
r;f� y0 arccos

A�D

2

�
: �29�

©ÆÇÔß L0 ì ÆÎËÐÂ ÒÑÎÐÑÅÑ ÑÃØÑÆÂ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ. ªÊ
ÒÑÔÎÇÆÐÇÅÑ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÒÓË ÑÃØÑÆÇ ÓÇÊÑ-
ÐÂÕÑÓÂ ÒÖÚÑÍ ÒÑÄÑÓÂÚËÄÂÇÕÔâ ÐÂ ÖÅÑÎ

yN � y0 arccos
A�D

2

Ë ÒÓËÑÃÓÇÕÂÇÕ ÐÂÃÇÅ ×ÂÊÞ

fN � kL0 ÿ g0 arccos
A�D

2
:

°ÕÔáÆÂ ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÆÎâ ÄÞÒÑÎÐÇÐËâ ÖÔÎÑÄËâ ÔÂÏÑÓÇÒÓÑ-
ÆÖÍÙËË ÕÂÍÑÅÑ ÒÖÚÍÂ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÑÔÖÜÇÔÕÄËÕß ÇÅÑ ÒÑÄÑ-
ÓÑÕ ÎËÃÑ ÐÂ ÖÅÑÎ ÿyN, ÎËÃÑ ÐÂ ÖÅÑÎ 2pÿ yN. ªÊÄÇÔÕÐÑ,
ÚÕÑ ÕÂÍËÇ ÒÑÄÑÓÑÕÞ ÑÔÖÜÇÔÕÄËÏÞ Ä ÍÑÎßÙÇÄÞØ ÓÇÊÑÐÂÕÑ-
ÓÂØ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, Ô ÒÑÏÑÜßáÒÓËÊÏÞ¥ÑÄà (ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÞÇ
ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÞ Ô ÄÓÂÜÇÐËÇÏ ÒÑÎâ) [55]. ²ÇÊÑÐÂÕÑÓÞ ÕÂÍÑÅÑ
ÕËÒÂ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÎËÔß ÆÎâ ÖÎÖÚÛÇÐËâ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕË ÒÑÒÇ-

Â Ã Ä

²ËÔ. 5. ªÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß (a) Ë ×ÂÊÂ (Ã) ÍÑÆËÓÑÄÑÚÐÑÅÑ ÒÑÎâ exp �ÿr2x 2=8� h�yj42� Ë àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË (Ä) ÒÖÚÍÂ,
ÄÞØÑÆâÜÇÅÑ ËÊ ÅÇÎËÌ-ÐÇÑÐÑÄÑÅÑ ÎÂÊÇÓÂ. (°ÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÍÑÆËÓÑÄÑÚÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÆÂÐÑ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 3.3.)

Â Ã Ä

²ËÔ. 6. ªÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß (a) Ë ×ÂÊÂ (Ã) ÔÒËÓÂÎßÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ s�z; �zj42� Ë ÇÅÑ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÂâ ÓÇÂÎËÊÂÙËâ (Ä). ²ÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË (Ä)
ÒÑÎÖÚÇÐÑ Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÂÔÕËÅÏÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ÒÖÚÍÂ, ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÒÑÍÂÊÂÐÂ ÐÂ ÓËÔ. 5Ä.
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ÓÇÚÐÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÎÂÊÇÓÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ. °ÆÐÂÍÑ, Ä
ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÐÂÔÕÑâÜÇÌ ÓÂÃÑÕÞ, ÖÅÑÎ ÒÑÄÑÓÑÕÂ ÒÖÚÍÂ Ä
ÖÒÑÏâÐÖÕÞØ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂØ ÄÞÃËÓÂÎÔâ ÃÇÊ ÔÄâÊË Ô ÍÑÐ×Ë-
ÅÖÓÂÙËÑÐÐÞÏË ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ (ÑÃÞÚÐÑ p=2
ËÎË p). ¦ÔÎË Ä ÕÂÍÑÏ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÇ ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ ÒÑÄÑ-
ÓÑÕ ÒÑÎâ ÐÂ ÖÅÑÎ ÿyN ËÎË 2pÿ yN Ë ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ
ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ

kL0 ÿ g0 arccos
A�D

2
� 2pq ;

ÕÑ ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ ÖÔÎÑÄËÇ ÔÂÏÑÓÇÒÓÑÆÖÍÙËË ÒÖÚÍÂ
F1�r;f� � F�r;f� Ë ÒÑÎÇ (27) ÃÖÆÇÕ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÌ ÏÑÆÑÌ
àÕÑÅÑ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ Ô ÚÂÔÕÑÕÑÌ ÅÇÐÇÓÂÙËË

oq � c

L0

�
g0 arccos

A�D

2
� 2pq

�
: �30�

£ËÆÐÑ, ÚÕÑ, Ä ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÑÃÞÚÐÑÅÑ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ ÃÇÊ
ÄÓÂÜÇÐËâ ÒÖÚÍÂ (y0 � 0), ÄÞÓÑÉÆÇÐÐÞÏË ÒÑ ÚÂÔÕÑÕÇ
ÃÖÆÖÕ ÏÑÆÞ ÂÅÇÓÓÂ ë¤ÂÖÔÔÂ, ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÜËÇ ÖÔÎÑ-
ÄËá 2n� jmj � y0m � const, Ë ÖÔÎÑÄËÇ ÄÞÓÑÉÆÇÐËâ ÊÂÄË-
ÔËÕ ÑÕ ÖÅÎÂ ÒÑÄÑÓÑÕÂ ÒÖÚÍÂ Ä ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÇ. ¿ÕÑ ÎÇÅÍÑ
ÒÑÐâÕß, ÇÔÎË ÑÃÓÂÕËÕß ÄÐËÏÂÐËÇ ÐÂ ÕÑ, ÚÕÑ ÒÑÄÑÓÑÕ
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ ÒÖÚÍÂ
ÂÅÇÓÓÂ ë¤ÂÖÔÔÂ ln;m�r;f� ÐÂ ÖÅÑÎ y àÍÄËÄÂÎÇÐÕÇÐ ÒÓË-
ÑÃÓÇÕÇÐËá ËÏ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÑÅÑ ÐÂÃÇÅÂ ×ÂÊÞ my:

ln;m�r;f� y� �ln;m�r;f� exp �imy� :

¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 7 ÒÑÍÂÊÂÐÂ ÖÔÕÂÐÑÄÍÂ, ÔÑÊÆÂÐÐÂâ ÆÎâ
àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÑÌ ÂÒÓÑÃÂÙËË ÄÐÖÕÓËÓÇÊÑÐÂÕÑÓÐÑÅÑ
ÔËÐÕÇÊÂ ÔÒËÓÂÎßÐÞØ ÒÖÚÍÑÄ. ¬ÑÎßÙÇÄÑÌ ÎÂÊÇÓ ÓÇÂÎËÊÑ-
ÄÂÐ ÐÂ ÃÂÊÇ ÂÓÅÑÐ-ËÑÐÑÄÑÅÑ ÎÂÊÇÓÂ Ô ÆÎËÐÑÌ ÄÑÎÐÞ
l � 0;488 ÏÍÏ, ÒÎÑÔÍËÏ ÊÇÓÍÂÎÑÏ M1 (ÍÑà××ËÙËÇÐÕ
ÑÕÓÂÉÇÐËâ 0,94) Ë Ô×ÇÓËÚÇÔÍËÏË ÊÇÓÍÂÎÂÏË M2, M3

(R2 � R3 � R � 3 Ï, ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ ÑÕÓÂÉÇÐËâ 0,995 Ë
0,98 ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ). ²ÂÔÔÕÑâÐËâ ÏÇÉÆÖ ÊÇÓÍÂÎÂÏË
M1M2 �M1M3 � l � 1;27 Ï, M2M3 � l0 � 2;4 Ï. ´ÂÍÂâ
ÅÇÑÏÇÕÓËâ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ Ä ÄËÆÇ ÕÖÒÑÖÅÑÎßÐÑÅÑ ÕÓÇÖÅÑÎß-
ÐËÍÂ ÃÞÎÂ ÄÞÃÓÂÐÂ ÆÎâ ÔÐËÉÇÐËâ ÄÎËâÐËâ ÂÔÕËÅÏÂÕËÊÏÂ
ÊÇÓÍÂÎ M2, M3. ±ÑÄÑÓÑÕ ÒÑÎâ ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ ÒÑÔÓÇÆ-
ÔÕÄÑÏ ÒÓËÊÏÞ ¥ÑÄà P (ÒÓË ÒÑÄÑÓÑÕÇ ÒÓËÊÏÞ ÐÂ ÖÅÑÎ a
ÒÖÚÑÍ ÒÑÄÑÓÂÚËÄÂÇÕÔâ ÐÂ ÖÅÑÎ 2a). ³ÎÇÆÖÇÕ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ
ÒÓËÊÏÂ P ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕ ÒÑÄÑÓÑÕ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÍÑÏ-
ÒÎÇÍÔÐÑÌ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ ÒÖÚÍÂ, ÐÑ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÔÎÂÃÑ
ÄÎËâÇÕ ÐÂ ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÒÖÚÍÂ. ¥ÇÌÔÕÄËÇ
ÒÓËÊÏÞ ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÕÑÏÖ, ÚÕÑ ÒÖÚÑÍ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÔÎÇÅÍÂ
àÎÎËÒÕËÚÇÔÍË ÒÑÎâÓËÊÑÄÂÐÐÞÏ. ªÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß ÍÑÏÒÑ-
ÐÇÐÕÞ ÒÑÎâ, ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ,
ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÖÅÎÂ ÒÑÄÑÓÑÕÂ ÒÓËÊÏÞ P Ë ÔÑÔÕÂÄÎâÇÕ 0ÿ4%
ÑÕ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ, ÎÇÉÂÜÇÌ Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË
ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ. ¿ÎÎËÒÕËÚÐÑÔÕß ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÒÖÚÍÂ ËÏÇÇÕ
ÏÇÔÕÑ ÎËÛß ÐÂ ÖÚÂÔÕÍÇ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ PÿM1ÿM2 ë ÂÍÕËÄ-

ÐÞÌ àÎÇÏÇÐÕ. £ ÑÔÕÂÎßÐÑÌ ÚÂÔÕË ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇ
ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÑÓËÇÐÕÂÙËÇÌ ÑÍÑÐ ¢ÓáÔÕÇÓÂ
ÂÍÕËÄÐÑÅÑ àÎÇÏÇÐÕÂ Ë ÎÇÉËÕ Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ.
¤ÇÐÇÓËÓÖÇÏÞÌ ÎÂÊÇÓÑÏ ÒÖÚÑÍ ÐÂÃÎáÆÂÎÔâ Ë ÓÇÅËÔÕÓËÓÑ-
ÄÂÎÔâ ÊÂ ÚÂÔÕËÚÐÑ ÒÓÑÒÖÔÍÂáÜËÏ ÊÇÓÍÂÎÑÏ M3 Ô ÒÑÏÑ-
Üßá ÑÃÝÇÍÕËÄÂ O Ë ÏËÍÓÑÔÍÑÒÂM Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË àÍÓÂÐÂ S.
®ÂÕÓËÙÂ ÒÑÎÐÑÅÑ ÑÃØÑÆÂ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ, ÐÂÚËÐÂâ Ô M1,
ËÏÇÇÕ ÄËÆ
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� �
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R 2

0BB@
1CCA �

� ÿ0;939 0;446
ÿ0;267 ÿ0;939

� �
: �31�

±ÇÓÇÕâÉÍÂ ÒÖÚÍÂ ÐÂØÑÆËÕÔâ Ä ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÊÇÓÍÂÎÂ
M1, ÆÎËÐÂ ²àÎÇâ ÆÎâ ÆÂÐÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ ÔÑÔÕÂÄÎâÇÕ
lR � B=

�
1ÿ �A�D�2=4�1=2 � 1300 ÏÏ, ÚÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ

ÅÂÖÔÔÑÄÖ ÒÂÓÂÏÇÕÓÖ w0 � 0;45 ÏÏ. ¯ÂÃÇÅ ×ÂÊÞ ÆÎâ
ÑÔÐÑÄÐÑÌ ÏÑÆÞ Ä ÒÖÔÕÑÏ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÇ ÔÑÔÕÂÄÎâÇÕ f0 �
� arccos�ÿ0;94� � 160� Ë, ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÚÂÔÕÑÕÞ ÅÇÐÇ-
ÓÂÙËË ÆÄÖØ ÔÑÔÇÆÐËØ ÒÑÒÇÓÇÚÐÞØ ÏÑÆ ÒÓË ÐÖÎÇÄÑÏ ÖÅÎÇ
ÒÑÄÑÓÑÕÂ ÒÓËÊÏÞ ÓÂÊÎËÚÂáÕÔâ ÐÂ 27 ®¤Ù, ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÇÐÐÑ ÆÎâ ÆÄÖØ ÔÑÔÇÆÐËØ ÒÓÑÆÑÎßÐÞØ ÏÑÆ ÚÂÔÕÑÕÐÞÌ
ËÐÕÇÓÄÂÎ ÓÂÄÇÐ 60 ®¤Ù. ªÊÏÇÐÇÐËÇ ÔÑÔÕÂÄÂ ÒÑÒÇÓÇÚÐÞØ
ÏÑÆ ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ ÄÄÇÆÇÐËÇÏ Ä ÒÖÚÑÍ ÕÑÐÍÑÌ ÒÓÑÄÑ-
ÎÑÚÍËW ÆËÂÏÇÕÓÑÏ �15 ÏÍÏ.

µÅÑÎ ÒÑÄÑÓÑÕÂ ÒÓËÊÏÞ P ÆÎâ ÔÂÏÑÓÇÒÓÑÆÖÍÙËË
ÔÒËÓÂÎßÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ Ô ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÏ ÄÓÂÜÇÐËâ y0 ÔÑÔÕÂÄÎâÇÕ

a � ÿ y0
2

arccos
A�D

2
�

� ÿ y0
2

2 arccos

���������������������������������������
1ÿ 2l

R

��
1ÿ l0

R

�s
� ÿy0 � 79;9� :

±ÓË ÄÞÒÑÎÐÇÐËË àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÑÄ ÄÞâÄÎÇÐÑ, ÚÕÑ ÔÒË-
ÓÂÎßÐÞÇ ÒÖÚÍË ÒÓË ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂØ ÄÓÂÜÇÐËâ
ÓÇÂÎËÊÖáÕÔâ ÒÓË ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ËÐÑÏ ÊÐÂÚÇÐËË ÒÑÄÑÓÑÕÂ
ÒÓËÊÏÞ, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË a � ÿy0 � 78�. ¥ÂÐÐÑÇ ÑÕÍÎÑÐÇÐËÇ
ÑÍÂÊÂÎÑÔß ÔØÑÆÐÞÏ ÄÑ ÄÔÇØ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂØ Ë ÑÃÖÔÎÑ-
ÄÎÇÐÑ, ÄËÆËÏÑ, ÐÂÎËÚËÇÏ ÂÍÕËÄÐÑÌ ÔÓÇÆÞ.

¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 8 ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÞ ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍËÇ Ë àÍÔÒÇÓË-
ÏÇÐÕÂÎßÐÞÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÆÎâ ÆÄÖØ ÔÒËÓÂÎßÐÞØ ÒÖÚÍÑÄ. £
ÄÇÓØÐÇÏ ÓâÆÖ ÒÓËÄÇÆÇÐÞ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂ ÒÑ
×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËá ÔÒËÓÂÎßÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ Ô ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÏ ÄÓÂÜÇ-
ÐËâ y0 � 1=3, a � ÿ26� Ë ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÚËÔÎÇÐÐÞØ ÓÂÔÚÇÕÑÄ
ÆÎâ ÒÑÎâ F�r;f� �l0;ÿ2�r;f� � 2l0; 1�r;f�. ¶ÂÊÂ ÒÖÚÍÂ
ËÏÇÇÕ ÚÇÕÞÓÇ ÔËÐÅÖÎâÓÐÑÔÕË, ËÎË ÆËÔÎÑÍÂÙËË ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ
×ÓÑÐÕÂ, ÒÓËÚÇÏ ÔËÐÅÖÎâÓÐÑÔÕß Ä ÙÇÐÕÓÇ Ë ÔËÐÅÖÎâÓÐÑÔÕË
ÐÂ ÒÇÓË×ÇÓËË ËÏÇáÕ ÒÓÑÕËÄÑÒÑÎÑÉÐÞÇ ÊÐÂÍË. £ ÐËÉÐÇÏ
ÓâÆÖ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÞ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÆÎâ ÔÒË-
ÓÂÎßÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ Ô ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÏ ÄÓÂÜÇÐËâ y0 � 1=5,
a � ÿ15;5� Ë ÚËÔÎÇÐÐÞÇ ÓÂÔÚÇÕÞ ÆÎâ ÒÑÎâ F�r;f� �
�l0;ÿ3�r;f� � 2l0; 2�r;f�. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ×ÂÊÂ ÒÖÚÍÂ
ÔÑÆÇÓÉËÕ ÔÇÏß ÔËÐÅÖÎâÓÐÞØ ÕÑÚÇÍ: Ä ÙÇÐÕÓÇ ì ÔËÐÅÖÎâÓ-
ÐÑÔÕß ÕËÒÂ z ÄÕÑÓÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ (Ä àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÇ àÕÂ
ÄÞÓÑÉÆÇÐÐÑÔÕß ÔÎÇÅÍÂ ÐÂÓÖÛÇÐÂ) Ë ÒâÕß ÔËÐÅÖÎâÓÐÑÔÕÇÌ
ÕËÒÂ �z ÐÂ ÒÇÓË×ÇÓËË.

£ÑÊÏÑÉÐÑÔÕË ÓÇÂÎËÊÂÙËË ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÔÒËÓÂÎßÐÞØ
ÒÖÚÍÑÄ Ä ÆÂÐÐÑÏ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÇ ÑÅÓÂÐËÚËÄÂÎËÔß ÒÑÕÇ-

M2

M1

M3 M4

O

M

S

P

Ar�

W

²ËÔ. 7. ¿ÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÂâ ÖÔÕÂÐÑÄÍÂ ÍÑÎßÙÇÄÑÅÑ ÎÂÊÇÓÂ ÐÂ ÃÂÊÇ
ÂÓÅÑÐ-ËÑÐÑÄÑÅÑ ÎÂÊÇÓÂ.
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ÓâÏË ÐÂ ÑÕÓÂÉÇÐËÇ Ë ÆË×ÓÂÍÙËÑÐÐÞÏË ÒÑÕÇÓâÏË. ³
ÑÆÐÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, ÒÓË ÃÑÎßÛËØ ÖÅÎÂØ ÒÑÄÑÓÑÕÂ ÒÓËÊÏÞ
(ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÆÎâ ÒÖÚÍÑÄ Ô y0 � 1, a � ÿ78�) ÖÅÑÎ ÒÂÆÇÐËâ
ÒÖÚÍÂ ÐÂ ÒÓËÊÏÖ ¥ÑÄà ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑ ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ ÑÕ ÖÅÎÂ
¢ÓáÔÕÇÓÂ, Ë ÒÑÕÇÓË Ä ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÇ ÔÕÂÐÑÄâÕÔâ ÔÎËÛÍÑÏ
ÃÑÎßÛËÏË. ³ ÆÓÖÅÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, ÓÇÂÎËÊÂÙËâ ÒÖÚÍÑÄ, ÐÂ-
ÒÓËÏÇÓ, Ô y0 � 1=4 ÕÓÇÃÖÇÕ ÒÓËÔÖÕÔÕÄËâ ÏÑÆ ÂÅÇÓÓÂ ë
¤ÂÖÔÔÂ ln1;m1

�r;f� Ë ln2;m2
�r;f� Ô ÓÂÊÐËÙÇÌ ËÐÆÇÍÔÑÄ

jm1 ÿm2j ÒÑ ÍÓÂÌÐÇÌ ÏÇÓÇ ÓÂÄÐÑÌ 8, ÆÎâ ÍÑÕÑÓÞØ ÔÕÂ-
ÐÑÄâÕÔâ ÃÑÎßÛËÏË ÆË×ÓÂÍÙËÑÐÐÞÇ ÒÑÕÇÓË Ä ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÇ.
ªÊÏÇÐÇÐËÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ A�D Ä ÐÂÛÇÏ àÍÔÒÇ-
ÓËÏÇÐÕÇ ÃÞÎÑ ÊÂÕÓÖÆÐÇÐÑ ÒÑ ÍÑÐÔÕÓÖÍÕËÄÐÞÏ ÒÓËÚËÐÂÏ.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÔÒËÓÂÎßÐÞÇ ÒÖÚÍË ì àÕÑ ÏÑÆÞ
ÍÑÎßÙÇÄÑÅÑ ÎÂÊÇÓÂ Ô ÄÓÂÜÇÐËÇÏ ÒÑÎâ, ÚÕÑ ÒÑÆÕÄÇÓÉÆÇÐÑ
àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÑ ÄÐÖÕÓËÓÇÊÑÐÂÕÑÓÐÑÌ ÅÇÐÇÓÂÙËÇÌ ÔÒË-
ÓÂÎßÐÞØ ÒÖÚÍÑÄ Ô ÓÂÊÎËÚÐÞÏË ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË ÄÓÂÜÇÐËâ Ë
ØÑÓÑÛËÏ ÔÑÅÎÂÔËÇÏ Ô ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂÏË ÚËÔÎÇÐÐÞØ àÍÔÒÇÓË-
ÏÇÐÕÑÄ [58]. ±ÑÎÖÚÇÐÐÞÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÒÑÍÂÊÞÄÂáÕ ÒÓËÐ-
ÙËÒËÂÎßÐÖá ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÅÇÐÇÓÂÙËË ÔÒËÓÂÎßÐÞØ ÒÖÚÍÑÄ
Ô ÄÇÔßÏÂ ÓÂÊÎËÚÐÞÏË ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÏË ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕË-
ÍÂÏË Ë ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË ÄÓÂÜÇÐËâ Ä ÎÂÊÇÓÇ Ô ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖá-
ÜËÏ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÑÏ Ë ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÏ ÖÔËÎÇÐËâ ÂÍÕËÄÐÑÌ
ÔÓÇÆÞ.

3. ³ÒËÓÂÎßÐÞÇ ÒÖÚÍË
Ô ÊÂÆÂÐÐÞÏ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË

3.1. ±ÖÚÍË Ä ×ÑÓÏÇ ÒÎÑÔÍËØ ÍÓËÄÞØ
¬ÂÍ ÑÕÏÇÚÇÐÑ ÄÑ ÄÄÇÆÇÐËË, ÔÄâÊß ÏÇÉÆÖ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕßá
Ë ×ÂÊÑÌ Ä ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÏ Ë ÆÄÖÏÇÓÐÑÏ ÔÎÖÚÂâØ ÓÂÆËÍÂÎßÐÑ
ÓÂÊÎËÚÂÇÕÔâ. ¯ÇÐÖÎÇÄÑÌ ÓÑÕÑÓ ÄÇÍÕÑÓÂ ÒÑÕÑÍÂ ÔÄÇÕÑÄÑÌ
àÐÇÓÅËË ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑ ÑÔÎÑÉÐâÇÕ ÔÄâÊß ÏÇÉÆÖ ËÐÕÇÐÔËÄ-
ÐÑÔÕßá Ë ×ÂÊÑÌ Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ. £ÏÇÔÕÇ Ô ÕÇÏ àÕÂ
ÔÎÑÉÐÑÔÕß ÒÑÓÑÉÆÂÇÕ Ë ÐÑÄÞÇ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕË.

´ÂÍ, Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 2.4 ÃÞÎÑ ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ Ä ÆÄÖÏÇÓÐÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÍÎÂÔÔ ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÞØ ÔÄÇÕÑÄÞØ ÒÑÎÇÌ,
ÐÂÊÄÂÐÐÞØ ÔÒËÓÂÎßÐÞÏË ÒÖÚÍÂÏË, ÄËÆÂ

F�x; y; l � � 1

s
exp

�
ÿ x 2 � y 2

r2s

�
f

�
x� iy

rs

�
; �32�

ÔÑØÓÂÐâáÜËØ ÔÄÑá ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ ÏÂÔÛÕÂÃÂ
Ë ÄÓÂÜÇÐËâ. ©ÆÇÔß f �z�ìÒÓÑËÊÄÑÎßÐÂâ ÙÇÎÂâ ÂÐÂÎËÕËÚÇ-

ÔÍÂâ ×ÖÐÍÙËâ, s � 1� 2il=kr2, l ì ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ ÄÆÑÎß
ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ÒÖÚÍÂ, k ì ÄÑÎÐÑÄÑÇ
ÚËÔÎÑ, r � const, ÊÐÂÍ Ä ÂÓÅÖÏÇÐÕÇ f �z� ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ
ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇ ÄÓÂÜÇÐËâ ÒÖÚÍÂ ÒÓË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË.

ªÊ ÆÂÐÐÑÅÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÍÎÂÔÔ ÒÑÎÇÌ
ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÛËÓÑÍ, ÑÆÐÂÍÑ ÆÑÍÂÊÂÕÇÎßÔÕÄÑ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂ-
ÐËâ ÒÖÚÍÂ ÕÂÍÑÅÑ ÓÑÆÂ Ô ÒÓÇÆÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÌ ËÐÕÇÐÔËÄ-
ÐÑÔÕßá Ë ÍÑÐÔÕÓÖÍÕËÄÐÞÌ ÔÒÑÔÑÃ ÇÅÑ ÒÑÔÕÓÑÇÐËâ âÄÎâ-
áÕÔâ ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÑÌ ÊÂÆÂÚÇÌ. ªÔÔÎÇÆÑÄÂÐËá ÄÑÊÏÑÉÐÑÔ-
ÕÇÌ ÙÇÎÇÐÂÒÓÂÄÎÇÐÐÑÅÑ ÔËÐÕÇÊÂ ÒÖÚÍÑÄ (32) ÒÑÔÄâÜÇÐ
ÆÂÐÐÞÌ ÓÂÊÆÇÎ (ÔÏ. ÕÂÍÉÇ [59]).

³ÕÓÖÍÕÖÓÐÂâ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÔÒËÓÂÎß-
ÐÞØ ÒÖÚÍÑÄ (32) ÒÓË ÄÔÇØ l ÒÑÊÄÑÎâÇÕ, ÐÇ ËÊÏÇÐââ
ÑÃÜÐÑÔÕË, ÑÅÓÂÐËÚËÕßÔâ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËÇÏ ÒÖÚÍÂ Ä ÒÎÑÔÍÑ-
ÔÕË ÒÇÓÇÕâÉÍË l � 0 (ÚÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ s � 1) Ë ÊÐÂÍÑÏ
"�" Ä ÂÓÅÖÏÇÐÕÇ ×ÖÐÍÙËË f. £ÄÇÆÇÏ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËÇ

s�z; �z� � exp

�
ÿ z�z

r2

�
f

�
z

r

�
; �33�

ÅÆÇ z � x� iy, �z � xÿ iy ì ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÇ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ.
´ÑÅÆÂ s�z; �z� ÊÂÆÂÇÕ ÔÒËÓÂÎßÐÞÌ ÒÖÚÑÍ F�x; y; l � Ä ÒÎÑ-
ÔÍÑÔÕË l � 0 Ë ÇÅÑ àÄÑÎáÙËá ÒÓË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË.
±ÑàÕÑÏÖ Ä ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ÃÖÆÇÏ ÔÔÞÎÂÕßÔâ ÐÂ s�z; �z� ÍÂÍ
ÐÂ ÔÒËÓÂÎßÐÞÌ ÒÖÚÑÍ (32).

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÆÂÐÐÑÅÑ ÍÎÂÔÔÂ
ÔÒËÓÂÎßÐÞØ ÒÖÚÍÑÄ, ÄÞÕÇÍÂáÜËÇ ËÊ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ (33)
Ë ËÔÒÑÎßÊÖÇÏÞÇ Ä ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ.

³ÄÑÌÔÕÄÑ A. ¦ÔÎË sn�z; �z� � exp �ÿz�z=r2� fn�z=r� ì
ÐÇÍÑÕÑÓÂâ ÔÑÄÑÍÖÒÐÑÔÕß ÔÒËÓÂÎßÐÞØ ÒÖÚÍÑÄ, ÕÑ ËØ ÎËÐÇÌ-
ÐÂâ ÍÑÏÃËÐÂÙËâs�z; �z� �Pn cnsn�z; �z�ìÕÂÍÉÇ ÔÒËÓÂÎß-
ÐÞÌ ÒÖÚÑÍ. ¢ÑÎÇÇ ÕÑÅÑ, ÇÔÎË

s�z; �z; a� � exp

�
ÿ z�z

r2

�
f

�
z

r
; a

�

ì ÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÇ ÔÇÏÇÌÔÕÄÑ ÔÒËÓÂÎßÐÞØ ÒÖÚÍÑÄ, ÕÑ
s�z; �z� � � s�z; �z; a� daì ÕÂÍÉÇ ÔÒËÓÂÎßÐÞÌ ÒÖÚÑÍ.

³ÄÑÌÔÕÄÑ ¢. ¦ÔÎË s0�z; �z� � exp �ÿz�z=r2� f �z=r� ì
ÐÇÍÑÕÑÓÞÌ ÔÒËÓÂÎßÐÞÌ ÒÖÚÑÍ, ÕÑ

s�z; �z� � exp

�
ÿ z�z

r2

�
f

�
z exp �ÿia�

r

�

Â Ã Ä Å Æ Ç

²ËÔ. 8.¿ÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÑ ÊÂÓÇÅËÔÕÓËÓÑÄÂÐÐÞÇ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÔÒËÓÂÎßÐÞØ ÒÖÚÍÑÄ ÆÑ (a), Ä (Ã) Ë ÒÑÔÎÇ (Ä) ÑÃÎÂÔÕË ÒÇÓÇÕâÉÍË ÒÓË ÖÅÎÇ ÒÑÄÑÓÑÕÂ
ÒÓËÊÏÞ a. ´ÇÑÓÇÕËÚÇÔÍËÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË (Å) Ë ×ÂÊÞ (Ç), Â ÕÂÍÉÇ ÎËÐËË ÖÓÑÄÐâ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË (Æ) ÔÒËÓÂÎßÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ Ô
ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÏ ÄÓÂÜÇÐËâ y0. £ÇÓØÐËÌ ÓâÆ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÊÐÂÚÇÐËâÏ a � ÿ26�, y0 � 1=3, ÐËÉÐËÌ ÓâÆ ì ÊÐÂÚÇÐËâÏ a � ÿ15;5�, y0 � 1=5.
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ÇÔÕß ÔÒËÓÂÎßÐÞÌ ÒÖÚÑÍ, ÑÃÎÂÆÂáÜËÌ ÕÇÏ ÉÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇ-
ÐËÇÏ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË, ÚÕÑ Ë s0�z; �z�, ÐÑ ÒÑÄÇÓÐÖÕÞÏ ÐÂ
ÖÅÑÎ a.

³ÄÑÌÔÕÄÑ £. ¦ÔÎË s0�z; �z� � exp �ÿz�z=r2� f �z=r� ì
ÐÇÍÑÕÑÓÞÌ ÔÒËÓÂÎßÐÞÌ ÒÖÚÑÍ, ÕÑ

s�z; �z� � exp

�
ÿ z�zÿ 2z�z0 � z0�z0

r2

�
f

�
zÿ z0
r

�
�34�

ì ÔÒËÓÂÎßÐÞÌ ÒÖÚÑÍ, ÑÃÎÂÆÂáÜËÌ ÕÇÏ ÉÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇ-
ÐËÇÏ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË, ÚÕÑ Ë s0�z; �z�, ÐÑ ÔÏÇÜÇÐÐÞÏ Ä
ÕÑÚÍÖ z0. £ ÆÂÐÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ, Ä ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ¢,
ÊÂÏÇÐÂ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ z! zÿ z0 ÐÇ ÒÓËÄÑÆËÕ ÔÓÂÊÖ ÉÇ Í
ÉÇÎÂÇÏÑÏÖ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÖ. ÇÅÍÑ ÄËÆÇÕß, ÚÕÑ

exp

�
ÿ�zÿ z0���zÿ �z0�

r2

�
f

�
zÿ z0
r

�
�

� exp

�
ÿ z�zÿ �zz0 ÿ z�z0 � z0�z0

r2

�
f

�
zÿ z0
r

�
ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ ÔÒËÓÂÎßÐÞÏ ÒÖÚÍÑÏ, ÕÂÍ ÍÂÍ ÔÑÆÇÓÉËÕ
ÏÐÑÉËÕÇÎß exp ��zz0=r2�. µÏÐÑÉÇÐËÇ ÐÂ ÎËÐÇÌÐÖá ×Â-
ÊÑÄÖá ×ÖÐÍÙËá exp

�ÿ��zz0 ÿ z�z0�=r2
�
ÐÇ ÄÎËâÇÕ ÐÂ ÓÂÔ-

ÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË Ë ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÔÒËÓÂÎßÐÑÏÖ
ÒÖÚÍÖ (34).

ªÊ (34) ÒÓË f �z� � 1 ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ "àÎÇÏÇÐÕÂÓÐÞÌ
ÔÒËÓÂÎßÐÞÌ ÒÖÚÑÍ"

sz0�z; �z� � exp

�
ÿ z�zÿ 2z�z0 � z0�z0

r2

�
; �35�

ÍÑÕÑÓÞÌ ËÏÇÇÕ ÅÂÖÔÔÑÄÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË,
ÔÏÇÜÇÐÐÑÇ Ä ÕÑÚÍÖ z0. ¶ÂÊÂ ÒÖÚÍÂ âÄÎâÇÕÔâ ÎËÐÇÌÐÑÌ
×ÖÐÍÙËÇÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ, Ë, ÍÑÐÇÚÐÑ, ÒÖÚÑÍ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂ-
ÐâÇÕÔâ ÄÆÑÎß ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ÒÓâÏÑÌ. £ ÔÄâÊË Ô àÕËÏ ÒÑÖÚË-
ÕÇÎßÐÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÕß, ÍÂÍ ÓÇÂÎËÊÖÇÕÔâ ÇÅÑ "ÄÓÂÜÇÐËÇ" ÒÓË
ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË. ªÔÒÑÎßÊÖâ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ (32), ÎÇÅÍÑ
ÐÂÌÆÇÏ, ÚÕÑ ÕÓÂÇÍÕÑÓËâ ÏÂÍÔËÏÖÏÂ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÒÖÚÍÂ
(35) Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ �x; y; l � ËÏÇÇÕ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ:

x� iy � z0jsj exp �i args� � �x0 � iy0�
�
1� 2il

kr2

�
; �36�

ÅÆÇ x0, y0 ìÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ÕÑÚÍË ÏÂÍÔËÏÖÏÂ z0 ËÐÕÇÐÔËÄÐÑ-
ÔÕË ÒÓË l � 0.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÐÇÔÍÑÎßÍÑ "àÎÇÏÇÐÕÂÓÐÞØ ÔÒËÓÂÎßÐÞØ
ÒÖÚÍÑÄ" ÒÓË jz0j � const. ªÊ (35) ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË
ÏÂÍÔËÏÖÏÑÄ ÒÖÚÍÑÄ ì ÒÓâÏÞÇ ÎËÐËË ì ÑÃÓÂÊÖáÕ Ä
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ �x; y; l � ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß ÑÆÐÑÒÑÎÑÔÕÐÑÅÑ
ÅËÒÇÓÃÑÎÑËÆÂ ÄÓÂÜÇÐËâ

x 2 � y 2 ÿ 4jz0j2
k 2r4

l 2 � jz0j2 :

´ÓÂÇÍÕÑÓËË ÏÂÍÔËÏÖÏÑÄ ÑÕÆÇÎßÐÞØ ÒÖÚÍÑÄ Ë ËØ
ÒÑÎÑÉÇÐËÇ ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÅËÒÇÓÃÑÎÑËÆÂ ÒÑÍÂÊÂÐÞ ÐÂ
ÓËÔ. 9. ¥Îâ ÔÒËÓÂÎßÐÞØ ÒÖÚÍÑÄ ÑÃÜÇÅÑ ÄËÆÂ, ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐ-
ÐÞØ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 2.4, ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ÆÄËÉÇÐËâ ÕÑÚÇÍ, ËÔØÑÆâ-
ÜËØ ÒÓË l � 0 ËÊ ÕÑÚÍË z0, ÒÓË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË ÒÖÚÍÂ
ÕÂÍÉÇ ÎÇÉÂÕ ÐÂ àÕÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÅËÒÇÓÃÑÎÑËÆÂ Ë ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄÎâáÕ ÔÑÃÑÌ Ä ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÔÒËÓÂÎË.

³ÒËÓÂÎßÐÞÇ ÒÖÚÍË ËÐÕÇÓÇÔÐÑ ÔÑÒÑÔÕÂÄËÕß Ô ÍÑÅÇÓÇÐÕ-
ÐÞÏË ÔÑÔÕÑâÐËâÏË jai Ä ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÏÇØÂÐËÍÇ Ë ÑÒÕËÍÇ
[60]. ¯ÂÒÓËÏÇÓ, Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ L2�R2� ÔÍÂÎâÓÐÑÇ ÒÓÑ-
ËÊÄÇÆÇÐËÇ "àÎÇÏÇÐÕÂÓÐÞØ" ÔÒËÓÂÎßÐÞØ ÒÖÚÍÑÄ

�sz0 ;sz1� �
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pr2 exp

�
ÿ jz0j

2 ÿ 2�z0z1 � jz1j2
r2

�

ÒÑÆÑÃÐÑ ÔÍÂÎâÓÐÑÏÖ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËá ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÞØ ÔÑÔÕÑâ-
ÐËÌ
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£ ÃÑÎÇÇ ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ, ÇÔÎË

s�z; �z� � exp
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ì ÐÇÍÑÕÑÓÞÌ ÔÒËÓÂÎßÐÞÌ ÒÖÚÑÍ, ÕÑ

�s;sz0� �
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pr2s�z0� :

¥Îâ ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ àÕÑ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑ ÓÂÄÇÐÔÕÄÖ
hajci � exp �ÿjaj2=2�c��a� , ÅÆÇ jci �P1n�0 cnjni. ³ÖÜÇÔÕ-
ÄÖÇÕ ÕÂÍÉÇ ÔÄâÊß ÏÇÉÆÖ ÂÔÕËÅÏÂÕËÚÇÔÍËÏ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂ-
ÐËÇÏ ÔÒËÓÂÎßÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ Ë ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÞÏË ÔÑÔÕÑâÐËâÏË Ä
ÍÑÑÓÆËÐÂÕÐÑÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËË Ë ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËË ¶ÑÍÂ ë
¢ÂÓÅÏÂÐÂ, ÍÑÕÑÓÂâ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÂ ÐËÉÇ.

´ÇÒÇÓß, ËÔÒÑÎßÊÖâ ÔÄÑÌÔÕÄÑ A ÆÎâ ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËâ
ÔÏÇÜÇÐÐÞØ Ä ÓÂÊÐÞÇ ÕÑÚÍË ÅÂÖÔÔÑÄÞØ ÒÖÚÍÑÄ ÄËÆÂ (35),
ÖÉÇ ÏÑÉÐÑ ×ÑÓÏËÓÑÄÂÕß ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÑ-ÖÔÕÑÌÚËÄÞÇ ÔÄÇÕÑ-
ÄÞÇ ÒÑÎâ Ô ÐÑÄÞÏË ÔÄÑÌÔÕÄÂÏË. ±ÓÑÔÕÇÌÛËÏ ÒÓËÏÇÓÑÏ
ÕÂÍÑÅÑ ÓÑÆÂ ÏÑÉÇÕ ÔÎÖÉËÕß ÒÖÚÑÍ
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ÿT
st�z; �z� dt �

� exp

�
ÿ z�z

r2

�� T

ÿT
exp

�
ÿ t 2

r2
� 2zt

r2

�
dt ; �37�

ÍÑÕÑÓÞÌ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÄÔáÆÖ ÒÎÑÕÐÑÏÖ ÊÂÒÑÎÐÇÐËá
ÒÖÚÍÂÏË ÄËÆÂ (35) ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÑÕÓÇÊÍÂ �ÿT;T � ÐÂ
ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË (ÓËÔ. 10). ±ÖÚÑÍ ÑÃÎÂÆÂÇÕ ÅÂÖÔ-
ÔÑÄÞÏ ÖÃÞÄÂÐËÇÏ Ä ÎáÃÑÏ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË ÄÐÇ ÑÕÓÇÊÍÂ
�ÿT;T �, Ë ÒÓË r5T ÒÑÚÕË ÄÔâ àÐÇÓÅËâ ÒÖÚÍÂ ÔÑÔÓÇÆÑÕÑ-
ÚÇÐÂ Ä ÐÇÃÑÎßÛÑÌ ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË àÕÑÅÑ ÑÕÓÇÊÍÂ.

ªÊ (37) Ô ÒÑÏÑÜßá ÔÄÑÌÔÕÄ ¢ Ë £ ÎÇÅÍÑ ÒÑÎÖÚËÕß
ÔÒËÓÂÎßÐÞÌ ÒÖÚÑÍ Ô ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË,

ly

x

²ËÔ. 9. ´ÓÂÇÍÕÑÓËË ÕÑÚÇÍ ÏÂÍÔËÏÖÏÂ ÅÂÖÔÔÑÄÞØ ÒÖÚÍÑÄ (35) ì ÒÓâ-
ÏÞÇ ÎËÐËË ì ÒÓË jz0j � const Ë ËØ ÒÑÎÑÉÇÐËÇ ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÑÆÐÑ-
ÒÑÎÑÔÕÐÑÅÑ ÅËÒÇÓÃÑÎÑËÆÂ.
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ËÏÇáÜËÏ ×ÑÓÏÖ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÅÑ ÑÕÓÇÊÍÂ �z1; z2� ÐÂ ÍÑÏ-
ÒÎÇÍÔÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË. ±ÖÔÕß

z0 � 1

2
�z1 � z2� ; T � 1

2
jz2 ÿ z1j ; a � arg �z2 ÿ z1� :

´ÑÅÆÂ ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËÇ z! z0 � z exp �ia� ÒÇÓÇÄÑÆËÕ ÑÕÓÇÊÑÍ
�ÿT;T � Ä ÑÕÓÇÊÑÍ �z1; z2�. ±ÑàÕÑÏÖ ÒÖÚÑÍ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖá-
ÜËÌ ÑÕÓÇÊÍÖ �z1; z2�, ËÏÇÇÕ ÄËÆ

s
ÿ
z; �zj�z1; z2�

� � exp

�
ÿ z�zÿ 2z�z0 � z0�z0

r2

�
�

�
� T

ÿT
exp

�
ÿ t 2

r2
� 2t�zÿ z0� exp �ÿia�

r2

�
dt : �38�

¢ÖÆÇÏ ÐÂÊÞÄÂÕß ÑÕÓÇÊÑÍ �z1; z2� ÒÑÓÑÉÆÂáÜËÏ ÑÕÓÇÊ-
ÍÑÏ ÆÎâ ÔÒËÓÂÎßÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ (38). ¯Â ÒÓâÏÑÌ, ÔÑÆÇÓÉÂÜÇÌ
ÑÕÓÇÊÑÍ �z1; z2�, ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÂâ ÂÏÒÎËÕÖÆÂ ÒÖÚÍÂ Ä ÕÑÚÍÇ
zc � cz1 � �1ÿ c�z2 ÓÂÄÐÂ

s
ÿ
zc; �zcj�z1; z2�

� � exp

�
i
�2cÿ 1� Im z1�z2

r2

�
�

�
� �1ÿc�jz2ÿz1 j
ÿcjz2ÿz1j

exp

�
ÿ t 2

r2

�
dt :

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, Ä ÕÑÚÍÂØ ÒÓâÏÑÌ zc � cz1 � �1ÿ c�z2,
ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞØ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÕÑÚÍË �z1 � z2�=2, ÔÒËÓÂÎß-
ÐÞÌ ÒÖÚÑÍ s

ÿ
z; �zj�z1; z2�

�
ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑ-ÔÑÒÓâ-

ÉÇÐÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÐÂ ÍÑÐÙÂØ ÑÕÓÇÊÍÂ �z1; z2�
s
ÿ
z1; �z1j�z1; z2�

� �s
ÿ
z2; �z2j�z1; z2�

� �
� exp

�
i
Im z1�z2

r2

�� jz2ÿz1j
0

exp

�
ÿ t 2

r2

�
dt : �39�

¢ÎÂÅÑÆÂÓâ ÔËÎßÐÑÌ ÎÑÍÂÎËÊÂÙËË ÒÖÚÍÑÄ (38) ÒÓË
r5T Ä ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÓÇÂÎËÊÖÇÏÞØ ÑÕÓÇÊÍÑÄ, ËÐÕÇÓ×ÇÓÇÐ-
ÙËâ ÕÂÍËØ ÒÖÚÍÑÄ ÒÓË ÔÎÑÉÇÐËË ÒÓÑâÄÎâÇÕÔâ ÔÎÂÃÑ, ÇÔÎË
ÑÕÓÇÊÍË ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÖÆÂÎÇÐÞ ÆÓÖÅ ÑÕ ÆÓÖÅÂ. £ ÔÄâÊË Ô
àÕËÏ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÒÑÎâ, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâá-
ÜÇÇ ÔÑÃÑÌ ÔÑÄÑÍÖÒÐÑÔÕß ÕÂÍËØ ÒÖÚÍÑÄ, ÃÎËÊÍÑ Í ÔÖÏÏÇ ËØ
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÌ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÕÇÒÇÓß ÔÑÒÓËÍÂÔÂáÜËÇÔâ ÑÕÓÇÊÍË �a; b� Ë
�b; c�, ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÐÞÇ ÐÂ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÑÌ ÑÔË. ´ÑÅÆÂ ÔÑÑÕ-
ÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÔÒËÓÂÎßÐÞÇ ÒÖÚÍË ÔÎËÄÂáÕÔâ Ä ÑÆËÐ "ÃÇÊ
ÛÄÂ":

s
ÿ
z; �zj�a; c�� � s

ÿ
z; �zj�a; b���s

ÿ
z; �zj�b; c�� :

£ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ, ÍÑÅÆÂ ÆÄÂ ÑÕÓÇÊÍÂ �z1; z2�, �z2; z3� ÎÇÉÂÕ
ÐÂ ÑÆÐÑÌ ÒÓâÏÑÌ, ËÊ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ (38) ÔÎÇÆÖÇÕ,
ÚÕÑ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÂâ ÔÕÞÍÑÄÍÂ ÒÖÚÍÑÄ s

ÿ
z; �zj�z1; z2�

�
Ë

s
ÿ
z; �zj�z2; z3�

�
ËÏÇÇÕ ÄËÆ

s
ÿ
z; �zj�z1; z3�

� � exp

�
ÿi Im �z2z3

r2

�
s
ÿ
z; �zj�z1; z2�

��
� exp

�
ÿi Im �z2z1

r2

�
s
ÿ
z; �zj�z2; z3�

�
; �40�

Õ.Ç. ÆÎâ ÑÃÇÔÒÇÚÇÐËâ ÅÎÂÆÍÑÌ ÔÕÞÍÑÄÍË ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ
ÔÑÅÎÂÔÑÄÂÐËÇ ×ÂÊ ÏÇÉÆÖ ÒÖÚÍÂÏË-ÔÎÂÅÂÇÏÞÏË. ªÊ (39),
(40) ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ×ÂÊÞ ÔÎÂÅÂÇÏÞØ Ä ÕÑÚÍÇ ÔÕÞÍÑÄÍË z2
ÓÂÄÐÞ

arg

�
exp

�
ÿi Im �z2z3

r2

�
s
ÿ
z2; �z2j�z1; z2�

�� �
� arg

�
exp

�
ÿi Im �z2z1

r2

�
s
ÿ
z2; �z2j�z2; z3�

��
:

±ÑàÕÑÏÖ, ÇÔÎË ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÕß ÒÖÚÑÍ s
ÿ
z; �zj�z1; z2�

��
� exp �if�sÿz; �zj�z2; z3�� ÒÓË f 2 �0; 2p�, ÕÑ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕß
ÔÖÏÏÂÓÐÑÌ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÄÆÑÎß ÑÕÓÇÊÍÂ �z1; z3� ÃÖÆÇÕ
ÐÂËÎÖÚÛÇÌ ÒÓË

f � args
ÿ
z2; �z2j�z1; z2�

�ÿ args
ÿ
z2; �z2j�z2; z3�

� �
� Im �z2�z3 ÿ z1�

r2
; �41�

Ë ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ (41) ÏÑÉÐÑ ÒÓËÐâÕß ÊÂ ÖÔÎÑÄËÇ ÑÒÕËÏÂÎß-
ÐÑÅÑ Ô ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕË ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÑÃÝÇ-
ÆËÐÇÐËâ ÆÄÖØ ÒÖÚÍÑÄ-"ÑÕÓÇÊÍÑÄ", ÍÑÅÆÂ ÕÑÚÍË z1, z2 Ë z3
ÎÇÉÂÕ ÐÂ ÑÆÐÑÌ ÒÓâÏÑÌ. ³ÎÇÆÖÇÕ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ÓÂÄÇÐ-
ÔÕÄÑ (41) ÏÑÉÇÕ ÄÞÒÑÎÐâÕßÔâ Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ 2pN (N ì
ÙÇÎÑÇ ÚËÔÎÑ), ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÄÞÓÂÉÂÇÕ ÔÄâÊß ÏÇÉÆÖ ÒÑÍÂÊÂÕÇ-
ÎâÏË ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞØ àÍÔÒÑÐÇÐÕ.

±ÖÔÕß ÕÇÒÇÓß ÕÑÚÍË z1, z2 Ë z3 ÐÇ ÎÇÉÂÕ ÐÂ ÑÆÐÑÌ
ÒÓâÏÑÌ. ±ÓËÏÇÐËÏ ÔÑÑÃÓÂÉÇÐËâ ÒÑ ÔÑÅÎÂÔÑÄÂÐËá ×ÂÊ
ÆÎâ ÒÑÔÕÓÑÇÐËâ ÔÒËÓÂÎßÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ, ËÏÇáÜÇÅÑ ×ÑÓÏÖ
ÎÑÏÂÐÑÌ �z1; z2� [ �z2; z3�. ¹ËÔÎÇÐÐÞÇ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÞ ÒÑÍÂ-
ÊÂÎË, ÚÕÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÒÖÚÍÂ

s
ÿ
z; �zj�z1; z2� [ �z2; z3�

� � s
ÿ
z; �zj�z1; z2�

��
� exp

�
i
Im �z2�z3 ÿ z1�

r2

�
s
ÿ
z; �zj�z2; z3�

� �42�

y

x

Â Ã Ä

²ËÔ. 10. ªÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß (a), ÇÇ ÎËÐËË ÖÓÑÄÐâ (Ã) Ë ×ÂÊÂ (Ä) ÔÒËÓÂÎßÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ Ä ×ÑÓÏÇ ÑÕÓÇÊÍÂ �ÿT;T �. ¯Â ×ÂÊÑÄÑÏ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËË ÄËÆÐÑ
ÐÂÎËÚËÇ ÛÇÔÕË ÔËÐÅÖÎâÓÐÑÔÕÇÌ; ÕÑÚÍÂ Ä ÙÇÐÕÓÇ ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ ÐÖÎÇÏ: ÒÓËÔÖÕÔÕÄËÇ ÎËÛß ÚÇÓÐÑÅÑ Ë ÃÇÎÑÅÑ ÙÄÇÕÑÄ Ä ÇÇ ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÅÑÄÑÓËÕ Ñ ÕÑÏ,
ÚÕÑ ÕÂÏ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÔÍÎÇÌÍÂ ×ÂÊ j � 0 Ë j � 2p.
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ÄÆÑÎß ×ÑÓÏËÓÖÇÏÑÌ ÎÑÏÂÐÑÌ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑ ÒÓË
ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÖÅÎÂØ ÏÇÉÆÖ ÊÄÇÐßâÏË �z1; z2� Ë �z2; z3�. ´ÂÍËÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ, ÔÑÅÎÂÔÑÄÂÐËÇ ×ÂÊ âÄÎâÇÕÔâ ÒÑÎÇÊÐÞÏ ÒÓËÐÙË-
ÒÑÏ ÆÎâ ÍÑÐÔÕÓÖËÓÑÄÂÐËâ ÔÒËÓÂÎßÐÞØ ÒÖÚÍÑÄ, ÓÇÂÎËÊÖá-
ÜËØ ÓÂÊÎËÚÐÞÇ ÎÑÏÂÐÞÇ. ¶ÑÓÏÖÎÂ (42) ÎÇÅÍÑ ÑÃÑÃ-
ÜÂÇÕÔâ ÐÂ ÏÐÑÅÑÊÄÇÐÐÞÇ ÎÑÏÂÐÞÇ.

ªÔÒÑÎßÊÖâ ÑÒËÔÂÐÐÞÇ ÄÞÛÇ ÒÖÚÍË ÍÂÍ ÃÂÊËÔÐÞÇ,
ÏÑÉÐÑ ÔÕÓÑËÕß ÄÇÔßÏÂ ÓÂÊÐÑÑÃÓÂÊÐÞÇ ÒÑÎâ, ÔÕÓÖÍ-
ÕÖÓÐÑ-ÖÔÕÑÌÚËÄÞÇ Í ×ÑÍÖÔËÓÑÄÍÇ Ë ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËá.
±ÓËÏÇÓ ÒÑÎâ, ÅÆÇ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐÞ ÄÔÇ ÄËÆÞ ÕÂÍËØ ÃÂÊËÔ-
ÐÞØ ÒÖÚÍÑÄ, ÒÓËÄÇÆÇÐ ÐÂ ÓËÔ. 11. ³ÑÅÎÂÔÐÑ ÔÄÑÌÔÕÄÖ £,
ÒÓË ÔÏÇÜÇÐËË ÔÒËÓÂÎßÐÞÌ ÒÖÚÑÍ ÒÓËÑÃÓÇÕÂÇÕ ÆÑÒÑÎÐË-
ÕÇÎßÐÖá ÎËÐÇÌÐÖá ×ÂÊÖ, ÒÑàÕÑÏÖ ÃÂÊËÔÐÞÇ ÒÖÚÍË ÐÂ
ÆÂÐÐÑÏ ÓËÔÖÐÍÇ, ÑÃÎÂÆÂáÜËÇ ÑÆËÐÂÍÑÄÑÌ ËÐÕÇÐÔËÄ-
ÐÑÔÕßá, ËÏÇáÕ ÓÂÊÐÞÇ ×ÂÊÑÄÞÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ.

ªÊ ÒÑÎÖÚÇÐÐÞØ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ
ÔÎÇÆÖáÜËÌ ÄÑÒÓÑÔ. ±ÖÔÕß ËÏÇÇÕÔâ ÐÇÍÑÕÑÓÂâ ÍÓËÄÂâ ÐÂ
ÒÎÑÔÍÑÔÕË, ÊÂÆÂÐÐÂâ Ä ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÌ
×ÑÓÏÇ z � z�t�, ÅÆÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓ t ÒÓÑÃÇÅÂÇÕ ÐÇÍÑÕÑÓÞÌ
ËÐÕÇÓÄÂÎ �0;T �. ³ÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÎË ÔÒËÓÂÎßÐÞÌ ÒÖÚÑÍ
s
ÿ
z; �zjz�t�; t 2 �0;T ��, ËÏÇáÜËÌ ×ÑÓÏÖ àÕÑÌ ÍÓËÄÑÌ?

¬ÑÐÇÚÐÑ, ÄÞÓÂÉÇÐËÇ "ÒÖÚÑÍ Ä ×ÑÓÏÇ ÍÓËÄÑÌ z�t�"
ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÕ ÐÂÎËÚËÇ ÐÇÍÑÕÑÓÑÅÑ ÍÓËÕÇÓËâ ÑÕÃÑÓÂ,
ÑÆÐÂÍÑ ÐÇ ÃÖÆÇÏ ÒÑÍÂ ÑÔÕÂÐÂÄÎËÄÂÕßÔâ ÐÂ ÔÕÓÑÅÑÌ
ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÌ ×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÍÇ, ÒÑÎÂÅÂâ, ÚÕÑ ÉÇÎÂÇ-
ÏÞÏ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÏ ÃÖÆÇÕ ÚËÔÕÑ ÄËÊÖÂÎßÐÑÇ ÔØÑÆÔÕÄÑ. ¡
ËÏÇÐÐÑ: Ä ÕÑÚÍÂØ z, ÎÇÉÂÜËØ ÐÂ ÍÓËÄÑÌ z�t�, ËÐÕÇÐÔËÄ-
ÐÑÔÕß ÉÇÎÂÇÏÑÅÑ ÒÖÚÍÂ ÆÑÎÉÐÂ ÃÞÕß ÍÂÍ ÏÑÉÐÑ
ÃÑÎßÛÇ, Â Ä ÑÔÕÂÎßÐÞØ ÕÑÚÍÂØ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÍÂÍ ÏÑÉÐÑ
ÏÇÐßÛÇ.

±ÑÔÕÓÑËÏ ÔÒËÓÂÎßÐÞÌ ÒÖÚÑÍs
ÿ
z; �zjz�t�; t 2 �0;T �� ÍÂÍ

ÒÓÇÆÇÎßÐÞÌ ÔÎÖÚÂÌ ÒÖÚÍÑÄ, ÓÇÂÎËÊÖáÜËØ ÎÑÏÂÐÞÇ, ÍÑÕÑ-
ÓÞÇ ÂÒÒÓÑÍÔËÏËÓÖáÕ ÍÓËÄÖá z�t�. ±ÖÔÕß ÒÂÓÂÏÇÕÓ t
ÍÓËÄÑÌ z�t� ÏÇÐâÇÕÔâ ÑÕ 0 ÆÑ T, fkT=n; k � 0; 1; . . . ; ng ì
ÓÂÊÃËÇÐËÇ ÑÕÓÇÊÍÂ �0;T �Ë fzk� z�kT=n�,k � 0; 1; . . . ; ngì
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ ÇÏÖ ÓÂÊÃËÇÐËÇ ÍÓËÄÑÌ z�t� (ÓËÔ. 12).
²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÂÒÒÓÑÍÔËÏÂÙËá ÍÓËÄÑÌ z�t� ÎÑÏÂÐÑÌ

[nÿ1
k� 0

�zk; zk�1� � �z0; z1� [ �z1; z2� [ . . . [ �znÿ1; zn�

Ë ÐÂÃÑÓ ÒÖÚÍÑÄ-"ÑÕÓÇÊÍÑÄ"s
ÿ
z; �zj�zk; zk�1�

�
, ÓÇÂÎËÊÖáÜËØ

ÑÕÆÇÎßÐÞÇ ÊÄÇÐßâ àÕÑÌ ÎÑÏÂÐÑÌ.
ªÔÒÑÎßÊÖâ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ (42) ÆÎâ ÆÄÖÊÄÇÐÐÑÌ ÎÑÏÂ-

ÐÑÌ, ÊÂÒËÛÇÏ ÔÒËÓÂÎßÐÞÌ ÒÖÚÑÍ ÆÎâ ÏÐÑÅÑÊÄÇÐÐÑÌ
ÂÒÒÓÑÍÔËÏËÓÖáÜÇÌ ÎÑÏÂÐÑÌ:

s

�
z; �z

���� [nÿ1
k� 0

�zk; zk�1�
�
�
Xnÿ1
k� 0

exp �ifk�s
ÿ
z; �zj�zk; zk�1�

�
: �43�

©ÆÇÔß f0 � 0, Â ÑÔÕÂÎßÐÞÇ ÍÑÐÔÕÂÐÕÞ fk ÔÎÖÉÂÕ ÆÎâ
ÔÑÅÎÂÔÑÄÂÐËâ ×ÂÊ Ä ÕÑÚÍÂØ zk. µÔÎÑÄËÇ ÔÑÅÎÂÔÑÄÂÐËâ ×ÂÊ
ÆÎâ ÍÂÉÆÑÌ ÒÂÓÞ ÒÖÚÍÑÄ, ÓÇÂÎËÊÖáÜËØ ÑÕÓÇÊÍË, ËÏÇá-

ÜËÇ ÑÃÜÖá ÕÑÚÍÖ, ÄÞÅÎâÆËÕ ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ:

fkÿ1 � args
ÿ
zk;�zkj�zkÿ1; zk�

� � fk � args
ÿ
zk;�zkj�zk; zk�1�

�
;

k � 1; . . . ; nÿ 1 :

²ÇÛÂâ àÕÖ ÔËÔÕÇÏÖ Ë ËÔÒÑÎßÊÖâ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ (39), ÒÑÎÖÚÂÇÏ

fk �
Xk
j� 1

�
args

ÿ
zj;�zjj�zjÿ1; zj�

�ÿ args
ÿ
zj;�zjj�zj; zj�1�

�� �
� 1

2ir2
Xk
j� 1

�
�zj�zj�1 ÿ zjÿ1� ÿ zj��zj�1 ÿ �zjÿ1�

�
;

k � 1; . . . ; nÿ 1 :

±ÑÆÔÕÂÄÎââ àÕË ÄÞÓÂÉÇÐËâ Ä (43) Ë ÖÔÕÓÇÏÎââ Í ÐÖÎá
ÆÎËÐÖ ÍÂÉÆÑÅÑ ÊÄÇÐÂ ÎÑÏÂÐÑÌ, ËÏÇÇÏ

s
ÿ
z; �zjz�t�; t 2 �0;T �� � lim

n!1 s

�
z; �z

���� [nÿ1
k� 0

�zk; zk�1�
�
�

� lim
n!1

Xnÿ1
k� 0

exp

�
T

r2n

Xk
j� 1

�
�zj

zj�1 ÿ zjÿ1
2T=n

ÿ zj
�zj�1 ÿ �zjÿ1

2T=n

��
�

� exp

�
ÿ z�z

r2
� z��zk � �zk�1�

r2
ÿ jzk � zk�1j2

4r2

�
�

�
�jzk�1ÿzkj=2
ÿjzk�1ÿzkj=2

exp

�
ÿ t 2

r2
� t�2zÿ zk ÿ zk�1�

r2
�

� exp
�ÿi arg �zk�1 ÿ zk�

��
dt �

� exp

�
ÿ z�z

r2

�
lim
n!1

T

n

Xnÿ1
k� 0

exp

�
ÿ zk�zk

r2
� 2z�zk

r2

�
�

� exp

�
T

r2n

Xk
j� 1

�
�zj

zj�1ÿ zjÿ1
2T=n

ÿ zj
�zj�1ÿ �zjÿ1

2T=n

�� jzk�1 ÿ zkj
T=n

:

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÆÂÐÐÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÍÂÍ ÒÓÇÆÇÎ ËÐÕÇÅÓÂÎß-
ÐÑÌ ÔÖÏÏÞ. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÒÓËÆÇÏ Í ÑÍÑÐÚÂÕÇÎßÐÑÌ ×ÑÓ-

Â Ã

²ËÔ. 11. ªÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß (Â) Ë ×ÂÊÂ (Ã) ÒÖÚÍÂ, ÒÑÔÕÓÑÇÐÐÑÅÑ ËÊ ÃÂ-
ÊËÔÐÞØ ÔÒËÓÂÎßÐÞØ ÒÖÚÍÑÄ.

y

zn

znÿ1

z�t�

z2

z1

z0

x0

²ËÔ. 12. ¬ÓËÄÂâ z�t� Ë ÇÇ ÂÒÒÓÑÍÔËÏËÓÖáÜÂâ ÎÑÏÂÐÂâ.
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ÏÖÎÇ Ä ÄËÆÇ

s
ÿ
z; �zjz�t�; t 2 �0;T �� �
� exp

�
ÿ z�z

r2

�� T

0

exp

�
ÿ z�t��z�t�

r2
� 2z�z�t�

r2
�

� 1

r2

� t

0

�
�z�t�z 0�t� ÿ z�t��z 0�t�� dt���z 0�t��� dt : �44�

ªÕÂÍ, ÔÒËÓÂÎßÐÞÌ ÒÖÚÑÍ ÆÎâ ÍÓËÄÑÌ z�t� ÒÑÔÕÓÑÇÐ.
¯ÂÔÍÑÎßÍÑ ×ÑÓÏÂ ÇÅÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÍÓËÄÑÌ z�t�?

¬ÂÍ ÄËÆÐÑ ËÊ (44), ÒÖÚÑÍ ÑÍÂÊÂÎÔâ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐ ÚÇÓÇÊ
ËÐÄÂÓËÂÐÕÞ ÍÓËÄÑÌ: ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎ ÆÎËÐÞ ÆÖÅË

��z 0�t��� dt
Ë ÑÓËÇÐÕËÓÑÄÂÐÐÖá ÒÎÑÜÂÆß ÔÇÍÕÑÓÂ, ÊÂÏÇÕÂÇÏÑÅÑ ÒÓË
ÆÄËÉÇÐËË ÄÆÑÎß ÍÓËÄÑÌ

1

4i

�t
0

��zz 0 ÿ z�z 0� dt :

±ÑàÕÑÏÖ ÒÖÚÑÍ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÍÓËÄÑÌ ÍÂÍ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍËÏ
ÑÃÝÇÍÕÑÏ ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÇÇ
ÒÂÓÂÏÇÕÓËÊÂÙËË.

¯Ñ ÒÓË ÒÑÔÕÓÑÇÐËË ÒÖÚÍÂ (44) ÒÓËÐÙËÒ ÔÑÅÎÂÔÑÄÂÐËâ
×ÂÊ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÎÔâ ÆÎâ ÆÄÖØ Ë ÕÑÎßÍÑ ÆÎâ ÆÄÖØ ÔÑÒÓË-
ÍÂÔÂáÜËØÔâ ÊÄÇÐßÇÄ ÎÑÏÂÐÑÌ Ë ÐÇ ÖÚËÕÞÄÂÎÑÔß ÄÎËâÐËÇ
ÑÔÕÂÎßÐÞØ. °ÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÒÓË ÖÏÇÐßÛÇÐËË ÆÎËÐÞ
ÊÄÇÐßÇÄ ÎÑÏÂÐÑÌ ÒÓÑÕâÉÇÐÐÑÔÕß ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ËÏ
ÔÒËÓÂÎßÐÞØ ÒÖÚÍÑÄ ÐÇ ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í ÐÖÎá Ë ËØ ÄÊÂËÏÑ-
ÄÎËâÐËÇ ÖÔËÎËÄÂÇÕÔâ. ¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÖá ÓÑÎß
ËÅÓÂÇÕ ×ÑÓÏÂ ÍÓËÄÑÌ. ¥Îâ ÒÓËÏÇÓÂ ÐÂ ÓËÔ. 13 ÒÓËÄÇÆÇÐÞ
ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß Ë ×ÂÊÂ ÒÖÚÍÂ ÆÎâ ÔÒËÓÂÎË ¡ÓØËÏÇÆÂ
z�t� � t exp �ict�. ºÂÅ ÔÒËÓÂÎË ÃÞÎ ÒÑÆÑÃÓÂÐ ÕÂÍ, ÚÕÑÃÞ
ÒÑÍÂÊÂÕß ËÐÕÇÓ×ÇÓÇÐÙËá ÏÇÉÆÖ ÇÇ ÄËÕÍÂÏË. £ÊÂËÏÐÑÇ
ÄÎËâÐËÇ ÄËÕÍÑÄ ÖÄÇÎËÚËÄÂÇÕÔâ ÒÓË ÖÏÇÐßÛÇÐËË ÛÂÅÂ,
ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÑÐ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÔÓÂÄÐËÏ Ô ÅÂÖÔÔÑÄÞÏ ÒÂÓÂÏÇÕ-
ÓÑÏ ÒÖÚÍÂ r.

¥Îâ ÊÂÏÍÐÖÕÞØ ÍÓËÄÞØ z�t�, t 2 �0;T �, ÄÊÂËÏÑÄÎËâÐËÇ
ÒÓÑâÄÎâÇÕÔâ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ ÒÓË ÒÑÔÕÓÑÇÐËË ÔÒËÓÂÎßÐÞØ
ÒÖÚÍÑÄ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ÊÂÏÍÐÖÕÞÏ ÎÑÏÂÐÞÏ, ÕÓÇ-
ÃÖÇÕÔâ ÔÑÅÎÂÔÑÄÂÐËÇ ×ÂÊ ÒÇÓÄÑÅÑ Ë ÒÑÔÎÇÆÐÇÅÑ ÊÄÇÐßÇÄ Ä
ÕÑÚÍÇ z0 � zn.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÔÄâÊß ÏÇÉÆÖ ÍÓËÄÑÌ z�t� Ë ÔÒËÓÂÎß-
ÐÞÏ ÒÖÚÍÑÏ (44) Ä ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ ÑÚÇÄËÆÐÑÌ.
¯ÇÍÑÕÑÓÞÇ ÂÔÒÇÍÕÞ àÕÑÅÑ ÄÑÒÓÑÔÂ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÞ Ä ÔÎÇ-
ÆÖáÜÇÏ ÓÂÊÆÇÎÇ.

3.2. ³ÄÑÌÔÕÄÂ ÒÖÚÍÑÄ Ä ÄËÆÇ ÊÂÏÍÐÖÕÞØ ÍÓËÄÞØ
3.2.1. µÔÎÑÄËÇ ÍÄÂÐÕÑÄÂÐËâ.±ÖÚÍË ÆÎâ ÊÂÏÍÐÖÕÞØ ÍÓËÄÞØ
ÊÂÐËÏÂáÕ ÑÔÑÃÑÇ ÏÇÔÕÑ Ë ÊÂÔÎÖÉËÄÂáÕ ÑÕÆÇÎßÐÑÅÑ
ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËâ. ±ÖÔÕß ×ÖÐÍÙËâ z�t�, t 2 �0;T �, ÑÒËÔÞÄÂÇÕ
ÊÂÏÍÐÖÕÖá ÍÓËÄÖá ÃÇÊ ÔÂÏÑÒÇÓÇÔÇÚÇÐËÌ. ¯Ç ËÊÏÇÐââ
ÑÃÜÐÑÔÕË, ÏÑÉÐÑ ÔÚËÕÂÕß, ÚÕÑ Ô ÓÑÔÕÑÏ t ÍÓËÄÂâ
ÑÃØÑÆËÕÔâ Ä ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË ÒÓÑÕËÄ ÚÂÔÑÄÑÌ ÔÕÓÇÎÍË. °ÒÓÇ-
ÆÇÎËÏ z�t� ÆÎâ ÄÔÇØ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞØ t, ÒÓÑÆÑÎÉÂâ ÇÇ
ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍË ÊÂ ÒÓÇÆÇÎÞ ÑÕÓÇÊÍÂ �0;T �. ´ÑÅÆÂ ×ÖÐÍÙËË
z�t� a�, t 2 �0;T �, ÒÓË ÓÂÊÎËÚÐÞØ a ÑÒËÔÞÄÂáÕ ÑÆÐÖ
ÍÓËÄÖá. ³ÑÄÒÂÆÂáÕ ÎË ÔÒËÓÂÎßÐÞÇ ÒÖÚÍË ÆÎâ ÍÓËÄÞØ
z�t� a� ÒÓË ÓÂÊÎËÚÐÞØ a? ±ÑÍÂÉÇÏ, ÚÕÑ ÒÖÚÍË, ÒÑÔÕÓÑÇÐ-
ÐÞÇ ÆÎâ ÊÂÏÍÐÖÕÞØ ÍÓËÄÞØ, ÒÓÑâÄÎâáÕ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÇ
ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÍÄÂÐÕÑÄÂÐËâ. ¿ÕÑ ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ, ÄÑ-
ÒÇÓÄÞØ, ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÕÂÍËØ ÒÖÚÍÑÄ ÒÓÇ-
ÕÇÓÒÇÄÂÇÕ ÓÂÆËÍÂÎßÐÞÇ ËÊÏÇÐÇÐËâ ÒÓË ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËË
ÒÑÆÑÃËâ z�t� ! nz�t� Ë ÑÃÎÂÆÂÇÕ ÄËÊÖÂÎßÐÞÏ ÔØÑÆÔÕÄÑÏ Ô
ÍÓËÄÑÌ nz�t� ÎËÛß ÒÓË ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÞØ ÆËÔÍÓÇÕÐÞØ ÊÐÂÚÇ-
ÐËâØ n. £Ñ-ÄÕÑÓÞØ, ÕÑÎßÍÑ ÆÎâ àÕËØ ÉÇ ÊÐÂÚÇÐËÌ n
ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÒÖÚÍÑÄ, ÒÑÔÕÓÑÇÐÐÞØ ÒÑ ÍÓËÄÞÏ nz�t� a�
ÒÓË ÓÂÊÎËÚÐÞØ a, ÑÆËÐÂÍÑÄÞ.

¯ÂÌÆÇÏ ÖÔÎÑÄËÇ, ÒÓË ÍÑÕÑÓÑÏ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÔÒË-
ÓÂÎßÐÞØ ÒÖÚÍÑÄ, ÒÑÔÕÓÑÇÐÐÞØ ÆÎâ ÍÓËÄÞØ z�t� Ë z�t� a�,
ÔÑÄÒÂÆÂáÕ:��sÿz; �zjz�t�; t 2 �a; a� T ����2 � ��sÿz; �zjz�t�; t 2 �0;T ����2 :

±ÇÓÇÒËÛÇÏ ÆÂÐÐÑÇ ÕÑÉÆÇÔÕÄÑ Ä ÄËÆÇ

exp
�
iC�a��sÿz; �zjz�t�; t 2 �a; a� T �� �
� s

ÿ
z; �zjz�t�; t 2 �0;T �� ; �45�

ÅÆÇ C�a�ì ÐÇÍÑÕÑÓÂâ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ, ÐÇ ÊÂÄËÔâ-
ÜÂâ ÑÕ z (ËÐÂÚÇ, ÔÑÍÓÂÜÂâ ÑÃÇ ÚÂÔÕË (45) ÐÂ ÅÂÖÔÔÑÄÖ
×ÖÐÍÙËá, ÒÑÎÖÚÂÇÏ, ÚÕÑ C ÇÔÕß ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÂâ ×ÖÐÍÙËâ
ÑÕ z Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÐÇ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÑÌ
×ÖÐÍÙËÇÌ ÒÓË ÄÔÇØ z). ¥Ë××ÇÓÇÐÙËÓÖâ (45) ÒÑ a Ë
ËÔÒÑÎßÊÖâ ÒÇÓËÑÆËÚÐÑÔÕß z�t�, ÒÑÎÖÚÂÇÏ

exp �iC�a��sÿz; �zjz�t�; t 2 �a; a� T ���
�
�
iC 0�a� ÿ

�z�a�z 0�a� ÿ z�a��z 0�a�
r2

�
�

� exp

�
iC�a� ÿ z�zÿ 2z�z�a� � z�a��z�a�

r2

�
�

�
�
exp

�
1

r2

� T

0

��zz 0 ÿ z�z 0� dt
�
ÿ 1

���z 0�a��� � 0 :

©ÂÏÇÐââ ÔÒËÓÂÎßÐÞÌ ÒÖÚÑÍ Ä ÒÇÓÄÑÏ ÔÎÂÅÂÇÏÑÏ Ä ÔÑÑÕ-
ÄÇÕÔÕÄËË Ô (45) Ë ÔÑÍÓÂÜÂâ ÐÂ ÅÂÖÔÔÑÄÖ ×ÖÐÍÙËá, ÒÇÓÇ-
ÒËÛÇÏ àÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ Ä ÔËÏÄÑÎËÚÇÔÍÑÏ ÄËÆÇ

f �z�F1�a� � exp

�
2z�z�a�
r2

�
F2�a� � 0 ;

ÅÆÇ f �z�ì ÙÇÎÂâ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÂâ ×ÖÐÍÙËâ, F1�a�, F2�a�ì
ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ×ÖÐÍÙËË ÑÕ a. ¥ÂÐÐÑÇ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ
ÆÎâ ÄÔÇØ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞØ z Ë ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞØ a ÕÑÎßÍÑ ÒÓË
F1�a� � F2�a� � 0 (ÇÔÎË f �z� ËÏÇÇÕ ÐÖÎß, àÕÑ ÔÎÇÆÖÇÕ
ÐÇÏÇÆÎÇÐÐÑ. ³ÎÖÚÂÌ, ÍÑÅÆÂ f �z� ÐÇ ËÏÇÇÕ ÐÖÎÇÌ, ÕÂÍÉÇ
ÒÓÑÔÕ). ±ÑàÕÑÏÖ

C�a� � 1

ir2

� a

0

��zz 0ÿ z�z 0� dt ; exp

�
1

r2

� T

0

��zz 0 ÿ z�z 0� dt
�
� 1

Â Ã

²ËÔ. 13. ªÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß (Â) Ë ×ÂÊÂ (Ã) ÔÒËÓÂÎßÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ Ä ×ÑÓÏÇ
ÔÒËÓÂÎË ¡ÓØËÏÇÆÂ. ®ÇÉÆÖ ÄËÕÍÂÏË ÄËÆÐÞ ËÊÑÎËÓÑÄÂÐÐÞÇ ÐÖÎË
ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË.
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Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, [59]

1

r2

� T

0

�
�z�t�z 0�t� ÿ z�t��z 0�t�� dt � 4iS

r2
� 2piN ;

ÅÆÇ Sì ÒÎÑÜÂÆß, ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÂâ ÍÑÐÕÖÓÑÏ z�t�.
´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß ÒÖÚÍÂ ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ

ÐÂÚÂÎßÐÑÌ ÕÑÚÍË ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ a ÎËÛß ÆÎâ ÍÓËÄÞØ,
ÒÎÑÜÂÆß ÍÑÕÑÓÞØ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÖÔÎÑÄËá ÍÄÂÐÕÑÄÂÐËâ:

S � 1

2
pr2N �N � 1; 2; . . .� : �46�

¢ÖÆÇÏ ÐÂÊÞÄÂÕß ÊÂÏÍÐÖÕÞÇ ÍÓËÄÞÇ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÖÆÑÄÎÇ-
ÕÄÑÓâáÕ ÓÂÄÇÐÔÕÄÖ (46), N-ÍÄÂÐÕÑÄÂÐÐÞÏË ÍÓËÄÞÏË, Â
ÔÒËÓÂÎßÐÞÇ ÒÖÚÍË ÆÎâ ÕÂÍËØ ÍÓËÄÞØ ì N-ÍÄÂÐÕÑÄÂÐ-
ÐÞÏË ÒÖÚÍÂÏË. ¦ÔÎË ÑÃÓÂÕËÕßÔâ Í ÍÄÂÐÕÑÄÑÏÇØÂÐËÚÇÔ-
ÍÑÌ ÂÐÂÎÑÅËË, ÑÕÏÇÚÇÐÐÑÌ Ä ÒÓÇÆÞÆÖÜÇÏ ÓÂÊÆÇÎÇ, ÕÑ
ÔÒËÓÂÎßÐÞÏ ÒÖÚÍÂÏ Ô y0 � �1, g0 � 1 ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ
ÄÑÎÐÑÄÞÇ ×ÖÐÍÙËË ÚÂÔÕËÙÞ Ä ÒÑÔÕÑâÐÐÑÏ ÏÂÅÐËÕÐÑÏ
ÒÑÎÇ Ä ÑÔÐÑÄÐÑÏ ÔÑÔÕÑâÐËË. ±ÓË àÕÑÏ ÖÔÎÑÄËÇ (46)
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÍÄÂÐÕÑÄÂÐÐÑÏÖ ÏÂÅÐËÕÐÑÏÖ ÒÑÕÑÍÖ ÚÇÓÇÊ
ÍÑÐÕÖÓ z�t�: F � ÿ2p�hc=jej�N (ÔÏ. ÕÂÍÉÇ [54]).

µÔÎÑÄËÇ ÍÄÂÐÕÑÄÂÐËâ (46) ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ ËÊ
ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËâ ÊÂÏÍÐÖÕÞØ ÂÒÒÓÑÍÔËÏËÓÖáÜËØ ÎÑÏÂÐÞØ
ÍÂÍ ÒÓÇÆÇÎßÐÞÌ ÔÎÖÚÂÌ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÑÅÑ ÖÔÎÑÄËâ ÔÑ-
ÅÎÂÔÑÄÂÐËâ ×ÂÊ ÒÇÓÄÑÅÑ Ë ÒÑÔÎÇÆÐÇÅÑ ÊÄÇÐßÇÄ fnÿ1 �
� f0 � 2pN (ÔÏ. ÊÂÏÇÚÂÐËÇ ÒÑÔÎÇ ×ÑÓÏÖÎÞ (41)).

¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 14 ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÞ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË Ë ×ÂÊÞ
ÔÒËÓÂÎßÐÞØ ÒÖÚÍÑÄ Ä ÄËÆÇ ÅÓÂÐËÙ ÒÓÂÄËÎßÐÑÅÑ ÕÓÇÖÅÑÎß-
ÐËÍÂ Ë ÍÄÂÆÓÂÕÂ. ±ÓË ÄÞÚËÔÎÇÐËË ÒÑÎâ (44) ÆÎâ
ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÂ Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÒÑÓÑÉÆÂáÜÇÌ ÍÓËÄÑÌ z�t�
ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÎÂÔß ÅËÒÑÙËÍÎÑËÆÂ

z�t� � inr
�
2 exp �it� � 1

2
exp �ÿ2it�

�
; t 2 �0; 2p� :

©ÐÂÚÇÐËÇ n � ���������
N=7

p
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ N-ÍÄÂÐÕÑÄÂÐÐÑÌ ÍÓË-

ÄÑÌ. ¥Îâ ÍÄÂÆÓÂÕÂ ÒÑÓÑÉÆÂáÜÂâ ÍÓËÄÂâì àÒËÙËÍÎÑËÆÂ

z�t� � inr
�
3 exp �it� ÿ 7

20
exp �ÿ3it�

�
; t 2 �0; 2p� ;

Â N-ÍÄÂÐÕÑÄÂÐÐÂâ ÍÓËÄÂâ ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ ÒÓË n �
� �����������������������

200N=3453
p

. ³ÒËÓÂÎßÐÞÇ ÒÖÚÍË, ÒÑÍÂÊÂÐÐÞÇ ÐÂ
ÓËÔÖÐÍÇ, ÒÑÔÕÓÑÇÐÞ ÆÎâ 7-ÍÄÂÐÕÑÄÂÐÐÑÌ ÅËÒÑÙËÍÎÑËÆÞ
Ë 8-ÍÄÂÐÕÑÄÂÐÐÑÌ àÒËÙËÍÎÑËÆÞ. ±ÎÑÜÂÆË ÑÃÎÂÔÕÇÌ,
ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÞØ àÕËÏË ÍÓËÄÞÏË, ÓÂÄÐÞ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ
�7=2�pr2 Ë 4pr2. ¯Â ×ÂÊÑÄÞØ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâØ ÄËÆÐÑ
ÐÂÎËÚËÇ ÔËÐÅÖÎâÓÐÑÔÕÇÌ (ËÊÑÎËÓÑÄÂÐÐÞØ ÐÖÎÇÌ ËÐÕÇÐ-
ÔËÄÐÑÔÕË), ÍÑÎËÚÇÔÕÄÑ ÍÑÕÑÓÞØ ÄÐÖÕÓË ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖá-
ÜËØ ÑÃÎÂÔÕÇÌ ÓÂÄÐÑ 7 Ë 8.

3.2.2. ªÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß Ë ×ÂÊÂ ÔÒËÓÂÎßÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ ÐÂ ÒÑÓÑÉ-
ÆÂáÜÇÌ ÍÓËÄÑÌ. ±ÖÚÍË, ÒÑÔÕÓÑÇÐÐÞÇ ÆÎâ ÍÄÂÐÕÑÄÂÐÐÞØ
ÍÓËÄÞØ, ÑÃÎÂÆÂáÕ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÏ ÔÄÑÌÔÕÄÑÏ. ±ÖÔÕß z�t�,
t 2 �0;T �, ì ÊÂÏÍÐÖÕÂâ ÍÓËÄÂâ, ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÜÂâ ÖÔÎÑ-
ÄËá (46). ´ÑÅÆÂ s

ÿ
z�t0�;�z�t0�jz�t�; t 2 �0;T �

� 6� 0 ÆÎâ ÄÔÇØ
t0 2 �0;T �. ªÐÞÏË ÔÎÑÄÂÏË, ÙÇÎÂâ ×ÖÐÍÙËâ

f �z� �
� T

0

exp

�
ÿ z�t��z�t�

r2
� 2z�z�t�

r2
�

� 1

r2

� t

0

��zz 0 ÿ z�z 0� dt
���z 0�t��� dt

ÐÇ ËÏÇÇÕ ÐÖÎÇÌ ÐÂ ÍÄÂÐÕÑÄÂÐÐÑÌ ÍÓËÄÑÌ z 2 z�t�, t 2 �0;T �.
¥Îâ ÂÐÂÎËÊÂ àÕÑÅÑ ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËâ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ Ô ÒÑ-

ÏÑÜßá ÏÇÕÑÆÂ ÒÇÓÇÄÂÎÂ [43] ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÇ ÒÑÄÇÆÇ-
ÐËÇÒÖÚÍÑÄs�z; �zjnz1�ÒÓËÃÑÎßÛËØÊÐÂÚÇÐËâØÒÂÓÂÏÇÕÓÂ n,
ÅÆÇ z1 ì ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÂâ 1-ÍÄÂÐÕÑÄÂÐÐÂâ ÍÓËÄÂâ ÃÇÊ ÔÂÏÑ-
ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËÌ. ©ÆÇÔß Ë ÆÂÎÇÇ ËÔÒÑÎßÊÖÇÕÔâ ÖÒÓÑÜÇÐÐÂâ
ÊÂÒËÔß s�z; �zjz� ÆÎâ ÔÒËÓÂÎßÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ, ÇÔÎË ÍÓËÄÂâ z ÐÇ
ÕÓÇÃÖÇÕ ÆÇÕÂÎËÊÂÙËË.

³ÆÇÎÂÇÏ ÊÂÏÇÐÖ z! nz. ´ÑÅÆÂ

s�nz; n�zjnz1� � n
� T

0

exp

�
ÿ n 2

r2
P�t�

���z 01�t��� dt ; �47�

ÅÆÇ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ P�t� ËÏÇÇÕ ÄËÆ
P�t� � z�zÿ 2z�z1�t� � z1�t��z1�t�ÿ

ÿ
� t

0

�
�z1�t�z 01�t� ÿ z1�t��z 01�t�

�
dt :

µÓÂÄÐÇÐËÇ ÐÂ ÕÑÚÍË ÒÇÓÇÄÂÎÂ

P 0�t� � 2�z 01�t�
�
z1�t� ÿ z

� � 0

Ä ÔËÎÖ ÑÕÔÖÕÔÕÄËâ ÑÔÑÃÞØ ÕÑÚÇÍ ��z 01�t� 6� 0 ÆÎâ ÄÔÇØ t�
Ë ÔÂÏÑÒÇÓÇÔÇÚÇÐËÌ �z1�t1� 6� z1�t2� ÒÓË t1 6� t2 Ë
t1; t2 2 �0;T �� ËÏÇÇÕ ÓÇÛÇÐËâ ÎËÛß ÆÎâ z 2 z1�t�,
t 2 �0;T �. ±ÖÔÕß z � z1�t0� ÒÓË ÐÇÍÑÕÑÓÑÏ t0 2 �0;T � Ë
ÒÖÔÕß n � ���

n
p

4 r. ´ÑÅÆÂ
���
n
p

z1�t� ÇÔÕß n-ÍÄÂÐÕÑÄÂÐÐÂâ
ÍÓËÄÂâ. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ t � t0 âÄÎâÇÕÔâ ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÑÌ (Ë ÐÇÄÞ-
ÓÑÉÆÇÐÐÑÌ) ÕÑÚÍÑÌ ÒÇÓÇÄÂÎÂ, ÕÑ

s
ÿ ���

n
p

z1�t0�;
���
n
p

�z1�t0�j
���
n
p

z1
� �

� ���
p
p

r exp
�
n

r2

� t0

0

��z1z 01 ÿ z1�z
0
1

�
dt
�
�O

�
1

n

�
: �48�

ªÊ (48) ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ Ä ÒÓÇÆÇÎÇ ÒÓË n!1 ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß
ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í pr2, Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÐÂÚËÐÂâ Ô ÐÇÍÑÕÑÓÑÅÑ
n (ÊÂÄËÔâÜÇÅÑ, ÍÑÐÇÚÐÑ, ÑÕ ÄËÆÂ ÍÓËÄÑÌ z1), ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ
ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ s

ÿ ���
n
p

z1�t0�;
���
n
p �z1�t0�j

���
n
p

z1
� 6� 0. ©ÂÏÇÕËÏ,

Â Ã Ä Å Æ Ç

²ËÔ. 14. ²ÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË (a, Å) Ë ×ÂÊÞ (Ã, Æ), Â ÕÂÍÉÇ ×ÂÊÞ ÄÐÇ ÒÇÓÇÕâÉÍË (Ä, Ç) ÔÒËÓÂÎßÐÞØ ÒÖÚÍÑÄ Ä ×ÑÓÏÇ ÅÓÂÐËÙ ÒÓÂÄËÎßÐÑÅÑ
ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÂ Ë ÍÄÂÆÓÂÕÂ.

2 µ¶¯, Õ. 174, å 12
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ÚÕÑ Ô ÓÑÔÕÑÏ n ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÐÂ ÍÓËÄÑÌ���
n
p

z1�t� ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÄÔÇ ÃÑÎÇÇ ÑÆÐÑÓÑÆÐÞÏ, Â ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ
ÔÇÆÎÑÄÞØ ÕÑÚÇÍ ÆÎâ z =2�z1�t�; t 2 �0;T �	 ÒÓËÄÑÆËÕ Í
ÒÂÆÇÐËá ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÔÒËÓÂÎßÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ ÄÐÇ ÍÓËÄÑÌ���
n
p

z1�t�. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÇ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ
ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÔÒËÓÂÎßÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ ÒÓËÆÂÇÕ ÔÕÓÑÅÖá
×ËÊËÚÇÔÍÖá ÑÔÐÑÄÖ ÄÞÓÂÉÇÐËá "ÒÖÚÑÍ Ä ×ÑÓÏÇ ÍÓËÄÑÌ
z�t�".

¥Îâ n 6� ���
n
p

(Õ.Ç. ÆÎâ ÐÇÍÄÂÐÕÑÄÂÐÐÑÌ ÍÓËÄÑÌ nz1�t��
ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÂâ ÑÙÇÐÍÂ ÒÑÆÑÃÐÂ ×ÑÓÏÖÎÇ (48), ÇÔÎË
ÕÑÚÍÂ t0 ÐÇ ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÂ Ä ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑÌ ÃÎËÊÑÔÕË
ÑÕ ÅÓÂÐËÚÐÞØ ÕÑÚÇÍ. °ÆÐÂÍÑ ÇÔÎË t0 � T (ËÎË t0 � 0), ÕÑ
ÒÑÆÞÐÕÇÅÓÂÎßÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ Ä (47) ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ T-ÒÇÓËÑÆË-
ÚÇÔÍÑÌ Ë ÊÂÏÇÐâÕß ÑÕÓÇÊÑÍ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ �0;T � ÐÂ
�t0 ÿ T=2; t0 � T=2� ÐÇÎßÊâ. £ ÔÄâÊË Ô àÕËÏ ÔÎÇÆÖÇÕ ÓÂÔ-
ÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÕÑÚÍË t � 0 Ë t � T ÍÂÍ ÆÄÂ ÓÂÊÎËÚÐÞØ
ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÐÂ ÕÑÚÍË ÒÇÓÇÄÂÎÂ, Ë ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇ-
ÔÍÂâ ÑÙÇÐÍÂ ÒÓËÏÇÕ ÄËÆ

s
ÿ
nz1�T �; n�z1�T �jnz1

� � ���
p
p

r
1� exp �2pin 2�

2
�O

�
1

n 2

�
:

�49�

ªÊ ÆÂÐÐÑÅÑ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÆÎâ n 6� ���
n
p

ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß ÐÂ ÍÓËÄÑÌ nz1�t� ÐÇ ÔÕÓÇÏËÕÔâ ÒÓË n!1
Í ÍÑÐÔÕÂÐÕÇ pr2 Ë, ÍÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÏÇÔÕÑ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕË
ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÐÂ ÍÓËÄÑÌ nz1�t� ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÐÂÚÂÎßÐÑÌ
ÕÑÚÍÑÌ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ. ¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 15 ÒÑÍÂÊÂÐÞ
ÄÂÓËÂÐÕÞ ËÊÏÇÐÇÐËâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÐÇ-
ÍÄÂÐÕÑÄÂÐÐÑÅÑ ÔÒËÓÂÎßÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ ÕÓÇÖÅÑÎßÐÑÌ ×ÑÓÏÞ Ä
ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÄÞÃÑÓÂ ÐÂÚÂÎßÐÑÌ ÕÑÚÍË ËÐÕÇÓÄÂÎÂ
ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ.

°ÕÏÇÕËÏ ÇÜÇ ÓÂÊ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍËÌ ØÂÓÂÍÕÇÓ ÒÑÎÖÚÇÐ-
ÐÞØ ÄÞÓÂÉÇÐËÌ. ¢ÑÎÇÇ ÆÇÕÂÎßÐÞÌ ÂÐÂÎËÊ ×ÑÓÏÖÎÞ (49)
ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÖÔËÎËÕß ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËÇ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÒÑÓâÆÍÂ
ÑÔÕÂÕÑÚÐÑÅÑ ÚÎÇÐÂ, ÑÆÐÂÍÑ ÄÑÒÓÑÔ ÔÕÓÑÅÑÅÑ ÆÑÍÂÊÂÕÇÎß-
ÔÕÄÂ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÂ

s
ÿ ���

n
p

z1�t0�;
���
n
p

�z1�t0�j
���
n
p

z1
� 6� 0 dlq wseh n5 1 �50�

ÄÔÇ ÇÜÇ ÑÔÕÂÇÕÔâ ÑÕÍÓÞÕÞÏ. ¥ÂÉÇ ÒÓË ÄÞÒÑÎÐÇÐËË
ÖÔÎÑÄËâ ÍÄÂÐÕÑÄÂÐËâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ Ä ÎÇÄÑÌ ÚÂÔÕË ÒÑÔÎÇÆ-
ÐÇÅÑ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÂ ÐÇ ÑÕÆÇÎËÏÑ ÑÕ ÐÖÎâ (Õ.Ç. ÐÖÎÇÄÂâ

ÍÑÐÔÕÂÐÕÂ ÐÇ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÊÂÏÇÐÇÐÂ ÐÂ ÚÖÕß ÃÑÎßÛÖá).
°ÔÐÑÄÐÂâ ÒÓÑÃÎÇÏÂ ÊÂÍÎáÚÂÇÕÔâ Ä à××ÇÍÕËÄÐÑÏ ËÔÒÑÎß-
ÊÑÄÂÐËË ÖÔÎÑÄËâ ÑÕÔÖÕÔÕÄËâ ÕÑÚÇÍ ÔÂÏÑÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ Ö
ÒÑÓÑÉÆÂáÜÇÌ ÍÓËÄÑÌ 5. ¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 16 ÒÓËÄÇÆÇÐ ÒÓËÏÇÓ
ÔÒËÓÂÎßÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ, ËÎÎáÔÕÓËÓÖáÜËÌ àÕÖ ÕÓÖÆÐÑÔÕß. £
ÕÇØ ÏÇÔÕÂØ, ÅÆÇ ÖÚÂÔÕÍË ÍÓËÄÑÌ ÒÑÚÕË ÍÂÔÂáÕÔâ ÆÓÖÅ
ÆÓÖÅÂ, ÒÓËÔÖÕÔÕÄÖáÜËÇ ÐÖÎË ÒÑÆØÑÆâÕ ÑÚÇÐß ÃÎËÊÍÑ Í
ÒÑÓÑÉÆÂáÜÇÌ ÍÓËÄÑÌ, Ë ÕÑÎßÍÑ ÖÔÎÑÄËÇ ÑÕÔÖÕÔÕÄËâ
ÕÑÚÇÍ ÔÂÏÑÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ ÏÇÛÂÇÕ ÐÖÎâÏ ÓÂÔÒÑÎÑÉËÕßÔâ ÐÂ
ÔÂÏÑÌ ÍÓËÄÑÌ Ë ÕÇÏ ÔÂÏÞÏ ÒÓÇÄÓÂÕËÕß ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ (50) Ä
ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ.

3.2.3. ¹ËÔÎÑ ÐÖÎÇÌ ÔÒËÓÂÎßÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ ÄÐÖÕÓË ÑÃÎÂÔÕË,
ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÑÌ ÒÑÓÑÉÆÂáÜÇÌ ÍÓËÄÑÌ. ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÙËÓ-
ÍÖÎâÙËá ÅÓÂÆËÇÐÕÂ ×ÂÊÞ ÍÄÂÐÕÑÄÂÐÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ
s�z; �zj ����Np z1� �

�������������
I�x; y�p

exp �ij�x; y�� ÄÆÑÎß ÔÄÑÇÅÑ ÒÑ-
ÓÑÉÆÂáÜÇÅÑ ÍÑÐÕÖÓÂ. ¬ÂÍ ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ [4, 46] Ë ÑÕÏÇÚÇÐÑ
ÄÑ ÄÄÇÆÇÐËË,� ���

N
p

z1

HHj dr � 2p
X
n

sgn rot0 j�zn� ; �51�

ÅÆÇ ÔÍÂÎâÓÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ

rot0 j � 1

k

�
qI
qx

qj
qy
ÿ qI
qy

qj
qx

�

ÇÔÕß ÒÓÑÆÑÎßÐÂâ ÔÑÔÕÂÄÎâáÜÂâ ÓÑÕÑÓÂ ÄÇÍÕÑÓÂ ÒÑÕÑÍÂ
ÔÄÇÕÑÄÑÌ àÐÇÓÅËË j Ë ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËÇ ÒÓÑËÊÄÑÆËÕÔâ ÒÑ ÄÔÇÏ
ÐÖÎâÏ zn ÔÒËÓÂÎßÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ, ÐÂØÑÆâÜËÏÔâ ÄÐÖÕÓË ÍÑÐ-
ÕÖÓÂ

����
N
p

z1�t� Ô ÖÚÇÕÑÏ ÍÓÂÕÐÑÔÕË 6.

5 ±ÓÑÔÕÑÕÖ ×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÍË àÕÑÅÑ ÖÔÎÑÄËâ ÐÇÎßÊâ ÐÇÆÑÑÙÇÐËÄÂÕß. £
[61] ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÎÂÔß ÔÎÇÆÖáÜÂâ ÊÂÆÂÚÂ: ÍÂÍÑÌ ×ÑÓÏÞ ÆÑÎÉÐÂ ÃÞÕß
ÒÓâÏÑÖÅÑÎßÐÂâ ÒÑÎÑÔÍÂ ÃÖÏÂÅË, ÚÕÑÃÞ ËÊ ÐÇÇ ÏÑÉÐÑ ÃÞÎÑ ÔÆÇÎÂÕß
ÎÇÐÕÖ ®ÈÃËÖÔÂ? ÁÔÐÑ, ÚÕÑ ÒÑÎÑÔÍÂ ÆÑÎÉÐÂ ÃÞÕß ÖÊÍÑÌ Ë ÆÎËÐÐÑÌ (ËÊ
ÍÄÂÆÓÂÕÐÑÅÑ ÎËÔÕÂ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÎÇÐÕÖ ®ÈÃËÖÔÂ ÐÇ ÔÆÇÎÂÇÛß). ±ÑËÔÍ
ÏËÐËÏÂÎßÐÑ ÄÑÊÏÑÉÐÑÅÑ ÑÕÐÑÛÇÐËâ ÆÎËÐÞ ÒÑÎÑÔÍË Í ÇÇ ÛËÓËÐÇ
ÒÓËÄÇÎ Í ÔÎÇÆÖáÜÇÏÖ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÖ:

p
2
4 inf

dlina

{irina
4

���
3
p

;

ÑÆÐÂÍÑ ÕÑÚÐÑÇ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ ÐÇ ÃÞÎÑ ÐÂÌÆÇÐÑ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÐÇ ÖÆÂÎÑÔß
ÑÕÄÇÕËÕß ÐÂ ÄÔÇ ÕÑÕ ÉÇ ÄÑÒÓÑÔ: "¬ÂÍ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÖÔÎÑÄËÇ ÑÕÔÖÕ-
ÔÕÄËâ ÔÂÏÑÒÇÓÇÔÇÚÇÐËÌ?"
6 ¦ÔÎË zn ì ÄÞÓÑÉÆÇÐÐÞÌ ÐÖÎß, ÕÑ rot0 j�zn� � 0 Ë ×ÑÓÏÖÎÂ (51)
ÐÖÉÆÂÇÕÔâ Ä ÖÕÑÚÐÇÐËË. ®ÑÉÐÑ ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ ÆÎâ ÔÒËÓÂÎßÐÞØ
ÒÖÚÍÑÄ (32) ×ÖÐÍÙËâ rot0 j�z� ÊÐÂÍÑÒÑÔÕÑâÐÐÂ Ä ÏÂÎÑÌ ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË
ÕÑÚÍË zn. ±ÑàÕÑÏÖ sgn rot0 j�zn� Ä ÆÂÐÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÒÑÐËÏÂÇÕÔâ ÍÂÍ
limz! zn sgn rot0 j�z�.

Â Ã

²ËÔ. 15. ªÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÔÒËÓÂÎßÐÞØ ÒÖÚÍÑÄ (44), ÒÑÔÕÓÑÇÐÐÞØ ÆÎâ
ÐÇÍÄÂÐÕÑÄÂÐÐÑÌ ÅËÒÑÙËÍÎÑËÆÞ ÕÓÇÖÅÑÎßÐÑÅÑ ÄËÆÂ

z�t� � 1;0425ir
�
2 exp �it� � 1

2
exp �ÿ2it�

�
Ë ÓÂÊÎËÚÐÞØ ËÐÕÇÓÄÂÎÑÄ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ: (Â) t 2 �ÿp; p�, (Ã) t 2 �0; 2p�.
±ÂÓÂÏÇÕÓ 1,0425 ÐÂØÑÆËÕÔâ ÏÇÉÆÖ 1 Ë

��������
8=7

p
, ÚÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ

ÒÓÑÏÇÉÖÕÑÚÐÑÏÖ ÒÑÎÑÉÇÐËá ÏÇÉÆÖ 7- Ë 8-ÍÄÂÐÕÑÄÂÐÐÑÌ ÍÓËÄÞÏË.

Â Ã

²ËÔ. 16. ªÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß (Â) Ë ×ÂÊÂ (Ã) ÔÒËÓÂÎßÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ, ÒÑÔÕÓÑÇÐ-
ÐÑÅÑ ÒÑ 97-ÍÄÂÐÕÑÄÂÐÐÑÌ ÍÓËÄÑÌ Ä ×ÑÓÏÇ ÔÐÇÉËÐÍË.
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¥Îâ ÔÒËÓÂÎßÐÞØ ÒÖÚÍÑÄ (44), ÍÂÍ Ë ÆÎâ ÑÃÜËØ ÒÖÚÍÑÄ
(33), rot0 j�zn� � ÿsgn y0 � 1, ÒÑàÕÑÏÖ� ���

N
p

z1

HHj dr � 2pN0 ;

ÅÆÇ N0 ì ÍÑÎËÚÇÔÕÄÑ ÐÖÎÇÌ ÒÖÚÍÂ s�z; �zj ����Np z1� ÄÐÖÕÓË
ÍÑÐÕÖÓÂ

����
N
p

z1�t� Ô ÖÚÇÕÑÏ ËØ ÍÓÂÕÐÑÔÕË.
±ÑÍÂÉÇÏ, ÚÕÑ

N0 � N : �52�
±ÑÔÍÑÎßÍÖ N � 2S=pr2, ÕÑ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ (52) ÔÄâÊÞÄÂÇÕ
ÚËÔÎÑ ÐÖÎÇÌ ÍÄÂÐÕÑÄÂÐÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ Ä ÑÃÎÂÔÕË, ÑÅÓÂÐËÚÇÐ-
ÐÑÌ ÒÑÓÑÉÆÂáÜÇÌ ÍÓËÄÑÌ, Ô ÒÎÑÜÂÆßá ÔÂÏÑÌ ÑÃÎÂÔÕË.

±ÓÇÆÄÂÓââ ÆÑÍÂÊÂÕÇÎßÔÕÄÑ, ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÒÑÔÕÓÑÇÐËÇ
ÔÒËÓÂÎßÐÞØ ÒÖÚÍÑÄ Ä ×ÑÓÏÇ ÑÍÓÖÉÐÑÔÕË. ªÔÒÑÎßÊÖâ
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ (44) Ë ÑÕÃÓÂÔÞÄÂâ ÐÇÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞÌ ÒÑ-
ÔÕÑâÐÐÞÌ ÏÐÑÉËÕÇÎß, ÄÑÊÐËÍÂáÜËÌ Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ËÐ-
ÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ, ÒÑÎÖÚËÏ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ:

s
ÿ
z; �zjR exp �it�; t 2 �0; 2p�� �
� exp

�
ÿ z�z

r2

�X1
n� 0

sin �2R 2=r2 ÿ n�p
2R 2=r2 ÿ n

�ÿ2zR=r2�n
n!

:

ªÊ ÖÔÎÑÄËâ ÍÄÂÐÕÑÄÂÐËâ ÆÎâ ÑÍÓÖÉÐÑÔÕË S � pR 2 �
� pr2N=2 ÔÎÇÆÖÇÕ 2R 2=r2 � N Ë ÓâÆ ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÑÆÐÑÏÖ
N-ÏÖ ÚÎÇÐÖ:

s

�
z; �z

����r
�����
N

2

r
exp �it�; t 2 �0; 2p�

�
� exp

�
ÿ z�z

r2

��
z

r

�N

:

�53�
´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÍÄÂÐÕÑÄÂÐÐÞÏË ÔÒËÓÂÎßÐÞÏË ÒÖÚ-

ÍÂÏË ÆÎâ ÑÍÓÖÉÐÑÔÕË âÄÎâáÕÔâ ËÊÄÇÔÕÐÞÇ ÒÖÚÍË
ÂÅÇÓÓÂ ë¤ÂÖÔÔÂ. ³ÒÓÂÄÇÆÎËÄÑÔÕß ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ (52) Ä àÕÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ ÑÚÇÄËÆÐÂ.

±ÓÇÆÒÑÎÑÉËÏ ÕÇÒÇÓß, ÚÕÑ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÐÇÍÑÕÑÓÂâ
N-ÍÄÂÐÕÑÄÂÐÐÂâ ÍÓËÄÂâ ẑ�t�, ÆÎâ ÍÑÕÑÓÑÌ ÐÇ ÄÞÒÑÎÐâ-
ÇÕÔâ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ (52). ´ÑÅÆÂ ÒÑÔÕÓÑËÏ ÔÇÏÇÌÔÕÄÑ ÊÂÏÍÐÖ-
ÕÞØ ÍÓËÄÞØ z�t; c�, ÊÂÄËÔâÜÇÇ ÑÕ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ c 2 �0; 1�,
ÍÑÕÑÓÑÇ ÐÂÚËÐÂÇÕÔâ Ô N-ÍÄÂÐÕÑÄÂÐÐÑÌ ÑÍÓÖÉÐÑÔÕË

z�t; 0� � r

�����
N

2

r
exp �it� ;

ÊÂÍÂÐÚËÄÂÇÕÔâ ÍÓËÄÑÌ z�t; 1� � ẑ�t� Ë ËÏÇÇÕ ×ËÍÔËÓÑÄÂÐ-
ÐÖá ÒÎÑÜÂÆß ÑÅÓÂÐËÚËÄÂÇÏÑÌ ÑÃÎÂÔÕË S � pr2N=2 ÆÎâ
ÍÂÉÆÑÌ ÍÓËÄÑÌ z�t; c�. ¿ÕÑ ÅÂÓÂÐÕËÓÖÇÕ ÄÞÒÑÎÐÇÐËÇ
ÖÔÎÑÄËâ ÍÄÂÐÕÑÄÂÐËâ (46) ÆÎâ ÄÔÇØ c 2 �0; 1� ÒÓË ÐÇÒÓÇÓÞÄ-
ÐÑÌ ÆÇ×ÑÓÏÂÙËË ÑÍÓÖÉÐÑÔÕË. °ÆÐÂÍÑ ÔÒËÓÂÎßÐÞÌ ÒÖÚÑÍ
ÆÎâ ÑÍÓÖÉÐÑÔÕË ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÖÔÎÑÄËá (52), Â ÔÒËÓÂÎß-
ÐÞÌ ÒÖÚÑÍ ÆÎâ ÍÓËÄÑÌ ẑ�t� ÐÇÕ. ±ÑàÕÑÏÖ ÒÓË ÐÇÍÑÕÑÓÑÏ c
ÚËÔÎÑ ÐÖÎÇÌ N-ÍÄÂÐÕÑÄÂÐÐÑÅÑ ÔÒËÓÂÎßÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ
s
ÿ
z; �zjz�t; c�� Ä ÑÃÎÂÔÕË, ÑÅÓÂÐËÚËÄÂÇÏÑÌ ÍÑÐÕÖÓÑÏ

z�t; c�, ÆÑÎÉÐÑ ËÊÏÇÐËÕßÔâ. °ÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÏÇØÂÐËÊÏÂ
ËÊÏÇÐÇÐËâ ÍÑÎËÚÇÔÕÄÂ ÐÖÎÇÌ ÔÒËÓÂÎßÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ ÒÓË
ËÊÏÇÐÇÐËË ÒÑÓÑÉÆÂáÜÇÌ ÍÓËÄÑÌ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÞ ÔÎÇÆÖá-
ÜËÇ ÓÂÔÔÖÉÆÇÐËâ. ¯ÖÎË ÔÒËÓÂÎßÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ ÇÔÕß ÐÖÎË
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÌ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÌ ×ÖÐÍÙËË. ªÊ ÒÓËÐÙËÒÂ
ÏÂÍÔËÏÖÏÂ ÏÑÆÖÎâ [40] ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÏÑÆÖÎß ÂÐÂÎËÕËÚÇ-
ÔÍÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÐÇ ËÏÇÇÕ ÏËÐËÏÖÏÂ ÄÐÖÕÓË ÑÃÎÂÔÕË, ÇÔÎË
ÕÑÎßÍÑ àÕÑÕ ÏËÐËÏÖÏ ÐÇ ÇÔÕß ÐÖÎß ×ÖÐÍÙËË. ³ÎÇÆÑÄÂ-
ÕÇÎßÐÑ, ÐËÍÂÍÑÌ ÐÖÎß ÐÇ ÏÑÉÇÕ ÄÑÊÐËÍÐÖÕß ËÊ ÏËÐËÏÖÏÂ
ÏÑÆÖÎâ ×ÖÐÍÙËË ËÎË ÕÓÂÐÔ×ÑÓÏËÓÑÄÂÕßÔâ Ä ÏËÐËÏÖÏ

ÄÐÖÕÓË ÑÃÎÂÔÕË ÒÓË ËÊÏÇÐÇÐËË ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ c, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ
ÐËÍÂÍÑÅÑ ÕÂÍÑÅÑ ÏËÐËÏÖÏÂ ÆÎâ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÌ ×ÖÐÍÙËË
ÐÇ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ. ±ÑàÕÑÏÖ ËÊÏÇÐÇÐËÇ ÚËÔÎÂ ÐÖÎÇÌ ÇÔÕß
ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÒÓÑÐËÍÐÑÄÇÐËâ ÐÖÎâ ÔÐÂÓÖÉË ÑÃÎÂÔÕË, ÑÅÓÂÐË-
ÚÇÐÐÑÌ ÍÑÐÕÖÓÑÏ z�t; c�, ÄÑÄÐÖÕÓß ËÎË ÐÂÑÃÑÓÑÕ. ¯Ñ Ä
ÕÂÍÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÕÂÍÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ
c � c0, ÒÓË ÍÑÕÑÓÑÏ ÔÒËÓÂÎßÐÞÌ ÒÖÚÑÍ s

ÿ
z; �zjz�t; c0�

�
ËÏÇÇÕ ÐÖÎß ÐÂ ÍÑÐÕÖÓÇ z�t; c0�, ÚÕÑ, ÍÂÍ ÖÉÇ ÑÕÏÇÚÂÎÑÔß,
ÐÇÄÑÊÏÑÉÐÑ.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÍÄÂÐÕÑÄÂÐÐÑÏÖ ÒÖÚÍÖ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ
ÔÕÓÑÅÑ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÇ ÍÑÎËÚÇÔÕÄÑ ×ÂÊÑÄÞØ ÔËÐÅÖÎâÓÐÑÔ-
ÕÇÌ ÄÐÖÕÓË ÑÃÎÂÔÕË, ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÑÌ ÒÑÓÑÉÆÂáÜÇÌ ÍÓË-
ÄÑÌ, ÍÑÕÑÓÑÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÒÎÑÜÂÆË ÑÃÎÂÔÕË, ÐÑ ÐÇ ÑÕ ÇÇ
×ÑÓÏÞ [59]. °ÕÔáÆÂ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÒÓË ËÊÏÇÐÇÐËË ÒÎÑÜÂÆË
ÑÃÎÂÔÕË, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÑÕ S � pr2N=2 ÆÑ S � pr2�N� 1�=2
ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÖÄÇÎËÚÇÐËÇ ÚËÔÎÂ ÐÖÎÇÌ ÄÐÖÕÓË ÑÃÎÂÔÕË
ÒÑÔÓÇÆÔÕÄÑÏ ÒÓËØÑÆÂ ÑÆÐÑÅÑ ÐÖÎâ ËÊÄÐÇ. ¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 17
ÒÑÍÂÊÂÐÂ àÄÑÎáÙËâ ÔÒËÓÂÎßÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ ÆÎâ ÑÍÓÖÉÐÑÔÕË
z�t� � R exp �it�, t 2 �0; 2p�, ÒÓË 2R 2=r2 2 �4; 0; 5; 0� Ë ÄËÆÇÐ
ÒÓÑÙÇÔÔ ÒÓÑÐËÍÐÑÄÇÐËâ ÐÖÎâ ÄÐÖÕÓß ÍÑÐÕÖÓÂ. °ÅÓÂÐËÚÇÐ-
ÐÞÇ ÓÂÊÏÇÓÞ ÅÓÂ×ËÚÇÔÍËØ ËÊÑÃÓÂÉÇÐËÌ ÐÇ ÒÑÊÄÑÎâáÕ
ÄÏÇÔÕÇ Ô ËÊÏÇÐÇÐËâÏË Ä ÙÇÐÕÓÇ ÍÑÎßÙÂ ÖÄËÆÇÕß, ÚÕÑ
ÒÓÑËÔØÑÆËÕ Ä àÕÑ ÄÓÇÏâ ÐÂ ÒÇÓË×ÇÓËË. ³ ÖÄÇÎËÚÇÐËÇÏ
ÓÂÆËÖÔÂ R ÒÑÓÑÉÆÂáÜÇÌ ÑÍÓÖÉÐÑÔÕË, ÍÑÅÆÂ ÔÒËÓÂÎßÐÞÌ
ÒÖÚÑÍ ÒÇÓÇÔÕÂÇÕ ÃÞÕß ÍÄÂÐÕÑÄÂÐÐÞÏ Ë ÄÞÓÑÉÆÇÐÐÞÌ
ÐÖÎß Ä ÙÇÐÕÓÇ ÓÂÔÒÂÆÂÇÕÔâ ÐÂ ÚÇÕÞÓÇ ÒÓÑÔÕÞØ, ÐÂ ÃÇÔ-
ÍÑÐÇÚÐÑÔÕË ÑÃÓÂÊÖÇÕÔâ ÍÎËÐ ÐÖÎÇÌ, ÍÑÕÑÓÞÌ ÒÑ ÏÇÓÇ
ÓÑÔÕÂ R ÄÔÇ ÃÎËÉÇ Ë ÃÎËÉÇ ÒÑÆØÑÆËÕ Í àÕÑÌ ÚÇÕÄÇÓÍÇ.
¯ÖÎß, ÐÂØÑÆâÜËÌÔâ ÐÂ ÑÔÕÓËÇ ÍÎËÐÂ, ÄÐÇÆÓâÇÕÔâ ÄÐÖÕÓß
ÍÓÖÅÂ, ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÑÅÑ ÒÑÓÑÉÆÂáÜÇÌ ÑÍÓÖÉÐÑÔÕßá,
ÑÔÕÂÎßÐÞÇ ÐÖÎË ÑÔÕÂáÕÔâ ÔÐÂÓÖÉË. ±ÑÔÎÇ àÕÑÅÑ ÐÂÚË-
ÐÂÇÕÔâ ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑÇ ÔÃÎËÉÇÐËÇ ÄÐÖÕÓÇÐÐÇÌ ÒâÕÇÓÍË
ÐÖÎÇÌ Ë ÖÆÂÎÇÐËÇ ÑÕ ÐËØ ÍÎËÐÂ ÐÖÎÇÌ, ÒÑÕÇÓâÄÛÇÅÑ
ÑÆÐÑÅÑ ÔÄÑÇÅÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕÇÎâ. ¬ÑÅÆÂ ÔÒËÓÂÎßÐÞÌ ÒÖÚÑÍ
ÄÐÑÄß ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÍÄÂÐÕÑÄÂÐÐÞÏ, ÐÖÎË Ä ÙÇÐÕÓÇ ÔÎË-
ÄÂáÕÔâ Ä ÐÖÎß ÒâÕÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ, Â ÍÎËÐ ËÔÚÇÊÂÇÕ ÐÂ ÃÇÔ-
ÍÑÐÇÚÐÑÔÕË. ©ÑÐÂ ÒÓÑÐËÍÐÑÄÇÐËâ ÐÖÎâ, ÍÂÍ ÃÞÎÑ ÔÍÂÊÂÐÑ
ÄÞÛÇ, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÕÑÚÍÑÌ ÐÂÚÂÎÂ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ.

3.2.4. ³ÒËÓÂÎßÐÞÇ ÒÖÚÍË ÆÎâ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞØ ÍÓËÄÞØ.
³ËÏÏÇÕÓËâ ÊÂÏÍÐÖÕÞØ ÍÓËÄÞØ ÒÓÑâÄÎâÇÕÔâ Ä ÔÄÑÌÔÕÄÂØ
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ÔÒËÓÂÎßÐÞØ ÒÖÚÍÑÄ. ±ÖÔÕß ÍÓËÄÂâ z�t�,
t 2 �0; 2p�, ÒÇÓÇØÑÆËÕ Ä ÔÇÃâ ÒÓË ÒÑÄÑÓÑÕÇ ÐÂ ÖÅÑÎ 2p=M,
Õ.Ç. z�t� 2p=M� � z�t� exp �2pi=M�. ´ÑÅÆÂ ÍÄÂÐÕÑÄÂÐÐÞÇ
ÔÒËÓÂÎßÐÞÇ ÒÖÚÍË s�z; �zjzn�, ÒÑÔÕÓÑÇÐÐÞÇ ÒÑ ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖáÜËÏ ÍÄÂÐÕÑÄÂÐÐÞÏ ÍÓËÄÞÏ zn�t�, ÑÃÎÂÆÂáÕ ÔÎÇ-
ÆÖáÜËÏË ÔÄÑÌÔÕÄÂÏË:

Â) s
ÿ
z exp �2pi=M�; �z exp �ÿ2pi=M�jzn

� � s�z; �zjzn��
� exp �2pin=M�;

Ã) s�z; �zjzn� ËÏÇÇÕ Ä ÕÑÚÍÇ z � 0 ÐÖÎß ÍÓÂÕÐÑÔÕË
nÿ �n=M�M. ¦ÔÎË n5M, ÕÑ ÑÔÕÂÎßÐÞÇ ÐÖÎË, ÐÂØÑÆâ-
ÜËÇÔâ ÄÐÖÕÓË ÍÑÐÕÖÓÂ zn�t�, ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÞ Ä ÄÇÓÛËÐÂØ
ÒÓÂÄËÎßÐÞØ M-ÖÅÑÎßÐËÍÑÄ (ÑÆÐÑÅÑ ËÎË ÐÇÔÍÑÎßÍËØ).
¯ÂÒÓËÏÇÓ,M � 3 ÆÎâ ÅËÒÑÙËÍÎÑËÆÞ47:

z�t� � ir
�
2 exp �it� � 1

2
exp �ÿ2it�

�
; t 2 �0; 2p� :

±ÑàÕÑÏÖ ÒÖÚÑÍs�z; �zj47� ÔÑÆÇÓÉËÕ ÒÓÑÔÕÑÌ ÐÖÎß Ä ÕÑÚÍÇ
z � 0 Ë ÛÇÔÕß ÆÓÖÅËØ Ä ÄÇÓÛËÐÂØ ÆÄÖØ ÒÓÂÄËÎßÐÞØ
ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÑÄ (ÔÏ. ÓËÔ. 14Â ë Ä);

Ä) ÇÔÎË nÿm ÐÇ ÆÇÎËÕÔâ ÐÂ M, ÕÑ ÒÖÚÍË s�z; �zjzn� Ë
s�z; �zjzm� ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÞ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ L2�R2�. ¯Â-
ÒÓËÏÇÓ, ÆÎâ ÑÍÓÖÉÐÑÔÕË Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ M ÏÑÉÐÑ ÄÊâÕß

2*
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ÔÍÑÎß ÖÅÑÆÐÑ ÃÑÎßÛÑÇ ÐÂÕÖÓÂÎßÐÑÇ ÚËÔÎÑ. ±ÑàÕÑÏÖ
s�z; �zjn� Ë s�z; �zjm� ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÞ ÆÎâ ÄÔÇØ n 6� m.
¿ÕÑÕ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ØÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÇÐ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ âÄÎâÇÕÔâ
ÚÂÔÕÐÞÏ ÔÎÖÚÂÇÏ ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÑÔÕË ÏÑÆ ÂÅÇÓÓÂ ë
¤ÂÖÔÔÂ.

3.2.5. ³ÒËÓÂÎßÐÞÇ ÒÖÚÍË ÍÂÍ ÑÃÑÃÜÇÐËâ ÏÑÆ ÂÅÇÓÓÂ ë
¤ÂÖÔÔÂ.³ÑÅÎÂÔÐÑ (53) ÏÑÆÞ ÂÅÇÓÓÂ ë¤ÂÖÔÔÂl0; n�x; y� �
� exp �ÿx 2 ÿ y 2��x� iy�n ÇÔÕß ÚÂÔÕÐÞÌ ÔÎÖÚÂÌ ÍÄÂÐÕÑ-
ÄÂÐÐÞØ ÔÒËÓÂÎßÐÞØ ÒÖÚÍÑÄ, ÍÑÅÆÂ Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÒÑÓÑÉÆÂá-
ÜÇÌ ÍÓËÄÑÌ ÄÞÃËÓÂÇÕÔâ ÑÍÓÖÉÐÑÔÕß. ®ÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß
ÄÔÇ ÔÇÏÇÌÔÕÄÑ ÏÑÆ ÂÅÇÓÓÂ ë¤ÂÖÔÔÂ Ä ÕÇÓÏËÐÂØ ÒÑÓÑÉ-
ÆÂáÜËØ ÍÓËÄÞØ. ¥Îâ àÕÑÅÑ ÒÇÓÇÒËÛÇÏ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (20)
ÒÓË l � 0 Ä ÔÎÇÆÖáÜÇÏ ÄËÆÇ:

sm�z; �z� � exp �Z �Z� qm

qZm

ÿ
exp �ÿ2Z �Z� f �Z�� �

�
�
r

q
qz
ÿ �z

r

�m

s�z; �z� : �54�

©ÆÇÔß z � x� iy, Z � z=r, s�z; �z� � exp �ÿz�z=r2� f �z=r� Ë
ÄÏÇÔÕÑ N ËÔÒÑÎßÊÖÇÕÔâ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËÇ m. °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ
ÑÒÇÓÂÕÑÓ, ÆÇÌÔÕÄÖáÜËÌ ÐÂ s�z; �z�, ÇÔÕß ÑÒÇÓÂÕÑÓ ÓÑÉÆÇ-
ÐËâ ÆÎâ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÂ, ÑÒËÔÞÄÂáÜÇÅÑ ÆÄËÉÇÐËÇ
ÚÂÔÕËÙÞ Ä ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÏ ÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÒÑÎÇ [62].

±ÑÆÔÕÂÄËÄ ÄÏÇÔÕÑ s�z; �z� ÔÒËÓÂÎßÐÞÌ ÒÖÚÑÍ ÆÎâ
n-ÍÄÂÐÕÑÄÂÐÐÑÌ ÑÍÓÖÉÐÑÔÕË

s
ÿ
z; �zjn

� � exp

�
ÿ z�z

r2

��
z

r

�n

;

ÒÑÎÖÚËÏ Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÅÑ ÏÐÑÉËÕÇÎâ ÏÑÆÞ
ÂÅÇÓÓÂ ë¤ÂÖÔÔÂ ÑÃÜÇÅÑ ÄËÆÂ

sm

ÿ
z; �zjn

� �lmin �m; n�; nÿm

�
x

r
;
y

r

�
:

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÔÒËÓÂÎßÐÞÇ ÒÖÚÍË Ä ÄËÆÇ ÊÂÏÍÐÖÕÞØ
ÍÓËÄÞØ ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÍÂÍ ÑÃÑÃÜÇÐËÇ ÒÖÚÍÑÄ

ÂÅÇÓÓÂ ë¤ÂÖÔÔÂ l0; n�x; y�. ¿ÕÖ ÂÐÂÎÑÅËá ÏÑÉÐÑ ÒÓÑ-
ÆÑÎÉËÕß Ë ÒÑÔÕÓÑËÕß ÆÎâ ÍÂÉÆÑÌ ÒÑÓÑÉÆÂáÜÇÌ ÍÓËÄÑÌ
ÔÇÏÇÌÔÕÄÑ ÔÒËÓÂÎßÐÞØ ÒÖÚÍÑÄ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ ÒÑÎ-
ÐÑÏÖ ÔÇÏÇÌÔÕÄÖ ÒÖÚÍÑÄ ÂÅÇÓÓÂ ë¤ÂÖÔÔÂ. ¥Îâ àÕÑÅÑ Ä
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËË (54) Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÒÑÎâ s�z; �z� ÄÞÃÇÓÇÏ
n-ÍÄÂÐÕÑÄÂÐÐÞÌ ÔÒËÓÂÎßÐÞÌ ÒÖÚÑÍ Ä ×ÑÓÏÇ ÒÓÑËÊÄÑÎß-
ÐÑÌ ÒÑÓÑÉÆÂáÜÇÌ ÍÓËÄÑÌ z�t�. ´ÑÅÆÂ ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÇ ÒÑÎÇ
ÃÖÆÇÕ ËÏÇÕß ÄËÆ

sm�z; �zj
���
n
p

z1� �
�
r

q
qz
ÿ �z

r

�m

s�z; �zj ���np z1� : �55�

©ÆÇÔß, ÍÂÍ Ë ÓÂÐÇÇ, z1�t�ì 1-ÍÄÂÐÕÑÄÂÐÐÂâ ÍÓËÄÂâ. ±ÖÚÍË
(55) ÒÑÄÑÓÂÚËÄÂáÕÔâ ÒÓË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË, ÍÂÍ Ë ËÔØÑÆ-
ÐÞÌ ÒÖÚÑÍ s�z; �zj ���np z1�, ÕÂÍ ÍÂÍ ËÏÇáÕ ÕÑÕ ÉÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓ
ÄÓÂÜÇÐËâ y0 � ÿ1. ¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÑÐË ÐÂÔÎÇÆÖáÕ ÚÇÓÕÞ
ÒÑÓÑÉÆÂáÜÇÌ ÍÓËÄÑÌ. ±ÓËÏÇÓÞ ÒÖÚÍÑÄ ÂÅÇÓÓÂ ë
¤ÂÖÔÔÂ Ë ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ÔÒËÓÂÎßÐÞØ ÒÖÚÍÑÄ ÆÎâ
7-ÍÄÂÐÕÑÄÂÐÐÑÌ ÅËÒÑÙËÍÎÑËÆÞ ÕÓÇÖÅÑÎßÐÑÌ ×ÑÓÏÞ ÒÓË-
ÄÇÆÇÐÞ ÐÂ ÓËÔ. 18. ªÐÕÇÓÇÔÐÑ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ, Ä ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ
ÒÖÚÍÑÄ ÂÅÇÓÓÂ ë¤ÂÖÔÔÂ, ÎËÐËË ÒÑÐËÉÇÐÐÑÌ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑ-
ÔÕË ÖÉÇ ÐÇ âÄÎâáÕÔâ ÐÖÎÇÄÞÏË ÎËÐËâÏË Ë ÆÂÐÐÂâ
ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÑÃÇÔÒÇÚËÄÂÇÕÔâ ÎËÛß ËÊÑÎËÓÑ-
ÄÂÐÐÞÏË ÐÖÎâÏË, ËÏÇáÜËÏË ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÔÎÑÉÐÞÌ ÄËÆ Ë
ËÏËÕËÓÖáÜËÏË ÐÖÎÇÄÞÇ ÎËÐËË ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË.

3.3. ®ÇÕÑÆÞ ÔËÐÕÇÊÂ ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÑ-ÖÔÕÑÌÚËÄÞØ ÒÖÚÍÑÄ
Ô ÊÂÆÂÐÐÞÏ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË
3.3.1. ®ÇÕÑÆ ÂÏÒÎËÕÖÆÐÑ-×ÂÊÑÄÑÌ ÏÂÔÍË. ¿ÍÔÒÇÓËÏÇÐ-
ÕÂÎßÐÂâ ÓÇÂÎËÊÂÙËâ ÔÒËÓÂÎßÐÞØ ÒÖÚÍÑÄ (44) ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâ-
ÎÂÔß ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ [59]. ²ÂÔÔÚËÕÂÐÐÞÇ ÐÂ ÍÑÏÒßá-
ÕÇÓÇ ÂÏÒÎËÕÖÆÐÞÇ ÒÑÎÖÕÑÐÑÄÞÇ ÏÂÔÍË ÆÎâ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ Ë
×ÂÊÞ ÃÞÎË ÔÆÇÎÂÐÞ ÐÂ ×ÑÕÑÒÎÑÕÕÇÓÇ (ÓÂÊÓÇÛÇÐËÇ
1024� 1024 àÎÇÏÇÐÕÑÄ, ÓÂÊÏÇÓ 10� 10 ÏÏ). ¡ÏÒÎËÕÖÆ-
ÐÂâ ÏÂÔÍÂ ×ÂÊÞ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÎÂÔß ÆÎâ ËÊÅÑÕÑÄÎÇÐËâ ×ÂÊÑ-
ÄÑÅÑ àÎÇÏÇÐÕÂ ÐÂ ÃËØÓÑÏËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÉÇÎÂÕËÐÇ. ¬ÑÏÃËÐÂ-
ÙËâ ÂÏÒÎËÕÖÆÐÑÌ A Ë ×ÂÊÑÄÑÌ P ÏÂÔÑÍ ÆÂÇÕ ÕÓÇÃÖÇÏÑÇ
ÂÏÒÎËÕÖÆÐÑ-×ÂÊÑÄÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ. ¥Îâ ÓÇÂÎËÊÂÙËË

²ËÔ. 17. ¿ÄÑÎáÙËâ ÔÒËÓÂÎßÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ ÒÓË ËÊÏÇÐÇÐËË ÓÂÆËÖÔÂ ÒÑÓÑÉÆÂáÜÇÌ ÑÍÓÖÉÐÑÔÕË: ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß (ÄÇÓØÐËÌ ÓâÆ), ×ÂÊÂ (ÔÓÇÆÐËÌ ÓâÆ) Ë
ÊÐÂÍ ÓÑÕÑÓÂ rot0 j ÄÇÍÕÑÓÂ ÒÑÕÑÍÂ ÔÄÇÕÑÄÑÌ àÐÇÓÅËË (ÐËÉÐËÌ ÓâÆ). ¹ÇÓÐÞÌ ÙÄÇÕ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞÏ ÊÐÂÚÇÐËâÏ ÓÑÕÑÓÂ, ÃÇÎÞÌ ì
ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞÏ.
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ÔÒËÓÂÎßÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ ÕÓÇÖÅÑÎßÐÑÅÑ ÄËÆÂ (ÓËÔ. 14Â, Ä) ÃÞÎÑ
ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐÑ ×ÂÊÑÄÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ, ÒÑÍÂÊÂÐÐÑÇ ÐÂ
ÓËÔ. 14Ä, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÇÅÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÂâ ÚÂÔÕÑÕÂ ÄÞÛÇ,
ÚÇÏ Ö ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÐÂ ÓËÔ. 14Ã. ¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÐÂ ×ÂÊÑÄÑÇ
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ Ä ÒÇÓÇÕâÉÍÇ ÒÖÚÍÂ ÐÂÎÂÅÂÎÂÔß ÍÄÂÆÓÂÕËÚ-
ÐÂâ ×ÂÊÑÄÂâ ÆÑÃÂÄÍÂ Ô ÍÓËÄËÊÐÑÌ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ×ÓÑÐÕÂ
0,002 ÏÏÿ1 ÆÎâ ÖÄÇÎËÚÇÐËâ ÆË×ÓÂÍÙËÑÐÐÑÌ à××ÇÍÕËÄÐÑ-
ÔÕË ×ÂÊÑÄÑÅÑ àÎÇÏÇÐÕÂ.

³ØÇÏÂ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂ ÒÓËÄÇÆÇÐÂ ÐÂ ÓËÔ. 19Â. ±ÖÚÑÍ ÑÕ
ÎÂÊÇÓÂ L ÓÂÔÛËÓâÇÕÔâ Ë ÑÔÄÇÜÂÇÕ ÂÏÒÎËÕÖÆÐÑ-×ÂÊÑÄÞÌ
àÎÇÏÇÐÕAP (àÎÇÏÇÐÕ ÃÞÎ ÒÑÄÇÓÐÖÕ ÐÂ 90� ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ, ÒÑÍÂÊÂÐÐÞÏ ÐÂ ÓËÔ. 14). ËÐÊÂ 3
( f � 250 ÏÏ) ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕ ×ÑÍÖÔËÓÑÄÍÖ �1, 0, ÿ1 ÒÑÓâÆ-
ÍÑÄ ÆË×ÓÂÍÙËË Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË �1, 0, ÿ1 ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ.
¥Ë×ÓÂÍÙËÑÐÐÂâ à××ÇÍÕËÄÐÑÔÕß Ä àÕËØ ÒÑÓâÆÍÂØ ÃÞÎÂ
ÔÎÇÆÖáÜÇÌ: Z1 :Z2 :Z3 � 10 :7 :3, Z1 � 40%. ³ØÇÏÂÕËÚÐÑ
ÍÂÓÕËÐÂ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÌ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕâØ 0,
�1 ÒÑÍÂÊÂÐÂ Ä ÐËÉÐÇÌ ÚÂÔÕË ÓËÔÖÐÍÂ. £ ÒÑÓâÆÍÂØ�1 Ëÿ1
ÓÇÂÎËÊÖáÕÔâ ÔÒËÓÂÎßÐÞÇ ÒÖÚÍË, ÄÓÂÜÂáÜËÇÔâ Ä ÒÓÑ-
ÕËÄÑÒÑÎÑÉÐÞÇ ÔÕÑÓÑÐÞ: s�1 � exp �ÿz�z� f �z�, sÿ1 �
� exp �ÿz�z� f �z�. £ ÐÖÎÇÄÑÏ ÒÑÓâÆÍÇ ÐÂÃÎáÆÂÇÕÔâ ÑÃÞÚ-
ÐÂâ ÍÂÓÕËÐÂ ÆË×ÓÂÍÙËË ÐÂ ÂÏÒÎËÕÖÆÐÑÏ ÕÓÂÐÔÒÂÓÂÐÕÇA.
¿ÕÑ ÒÑÎÇ ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ ÔÒËÓÂÎßÐÞÏ ÒÖÚÍÑÏ Ë ÒÓË ×ÑÍÖÔË-
ÓÑÄÍÇ Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË 0 ÐÇ ÔÑØÓÂÐâÇÕ ÔÄÑá ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ. ¯Â
ÓËÔÖÐÍÇ 19Ã ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÑ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐËÇ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË Ä ÒÑÓâÆÍÇ ÆË×ÓÂÍÙËË �1 ÐÂ ÒÎÑÔ-
ÍÑÔÕË �1.

3.3.2. ®ÇÕÑÆ ÂÔÕËÅÏÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ. ²ÂÔÔÏÑÕ-
ÓËÏ ÕÇÒÇÓß ÆÓÖÅÑÌ ÔÒÑÔÑÃ ÓÇÂÎËÊÂÙËË ÔÒËÓÂÎßÐÞØ ÒÖÚ-
ÍÑÄ Ä ÄËÆÇ ÍÓËÄÞØ, ÑÔÐÑÄÂÐÐÞÌ ÐÂ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËË ÂÔÕËÅ-
ÏÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ (26) ÒÖÚÍÑÄ ¿ÓÏËÕÂ ë

¤ÂÖÔÔÂ Ä ÒÖÚÍË ÂÅÇÓÓÂ ë¤ÂÖÔÔÂ. ¦ÅÑ ÚÂÔÕÐÞÌ ÄÂÓËÂÐÕ��
R2

exp

�
ÿi�xx� yZ� � 2ixZ

r2

�
hn; 0

�
x
r
;
Z
r

�
dx dZ �

� pr2���
2
p �ÿ2i�n exp

�
ÿ ir2xy

4

�
l0; n

�
rx

2
���
2
p ;

ry

2
���
2
p
�

ÆÂÇÕ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÔËÐÕÇÊÂ ÔÒËÓÂÎßÐÞØ ÒÖÚÍÑÄ
exp �ÿz�z�zn Ë ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÑÃÑÃÜÇÐ ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ:��

R2
exp

�
ÿi�xx� yZ� � 2ixZ

r2
ÿ Z2

r2

�
g

�
x
r

�
dx dZ �

� ���
p
p

r2 exp
�
ÿ ir2xy

4

�
s
ÿ
r�x� iy�; r�xÿ iy�� : �56�

©ÆÇÔß g�x� 2 L2�R� Ë ÔÒËÓÂÎßÐÞÌ ÒÖÚÑÍs�z; �z� ËÏÇÇÕ ÄËÆ

s�z; �z� � exp

�
ÿ 1

8
z�z� 1

8
z2
��

R

exp �ÿx2 ÿ izx� g�x� dx :

ªÔÒÑÎßÊÖâ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ (56), ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÎÑÉËÕß
ÔÎÇÆÖáÜÖá ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕß ÆÇÌÔÕÄËÌ ÆÎâ àÍÔÒÇÓË-
ÏÇÐÕÂÎßÐÑÅÑ ÔËÐÕÇÊÂ ÔÒËÓÂÎßÐÞØ ÒÖÚÍÑÄ:

Â) ÆÎâ ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ×ÖÐÍÙËË g�x� Ô×ÑÓÏËÓÑÄÂÕß ÔÄÇÕÑ-
ÄÑÇ ÒÑÎÇ exp �ÿZ2=r2�g�x=r�;

Ã) ÄÞÒÑÎÐËÕß ÂÔÕËÅÏÂÕËÚÇÔÍÑÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ÆÂÐ-
ÐÑÅÑ ÒÑÎâ;

Ä) ÔÍÑÏÒÇÐÔËÓÑÄÂÕß ÂÔÕËÅÏÂÕËÊÏ ÒÑÔÎÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂ-
ÐËâ.

¯ÂÒÓËÏÇÓ, ÆÎâ g�x� � rect �x=a� ÓÇÂÎËÊÖÇÕÔâ ÔÒËÓÂÎß-
ÐÞÌ ÒÖÚÑÍ-"ÑÕÓÇÊÑÍ", ÒÑÆÑÃÐÞÌ ËÊÑÃÓÂÉÇÐÐÑÏÖ ÐÂ

²ËÔ. 18.ªÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË Ë ×ÂÊÞ ÒÖÚÍÑÄ ÂÅÇÓÓÂ ë¤ÂÖÔÔÂlm; 7ÿm�x; y� Ë ÔÒËÓÂÎßÐÞØ ÒÖÚÍÑÄsm�z; �zj47� ÒÓË m � 1; 2; 3.

+1

+1

0

L
AP

1
2 3

0

ÿ1

ÿ1

+1
0
ÿ1

+1
0

ÿ1

Â
Ã

²ËÔ. 19. ³ØÇÏÂ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂ ÆÎâ ÔËÐÕÇÊÂ ÔÒËÓÂÎßÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ Ä ×ÑÓÏÇ ÅÓÂÐËÙÞ ÒÓÂÄËÎßÐÑÅÑ ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÂ (Â) Ë ÊÂÓÇÅËÔÕÓËÓÑÄÂÐÐÑÇ
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË Ä ÒÑÓâÆÍÇ ÆË×ÓÂÍÙËË �1 (Ã).
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ÓËÔ. 10. ´ÑÅÆÂ ÆÎâ

g�x� � rect

�
x
a

� XN
n�ÿN

exp �inox�

ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÌ ÔÒËÓÂÎßÐÞÌ ÒÖÚÑÍ ÃÖÆÇÕ ËÏÇÕß ÄËÆ 2N� 1
ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÞØ ÄÇÓÕËÍÂÎßÐÞØ ÒÖÚÍÑÄ-"ÑÕÓÇÊÍÑÄ":

sN�z; �z� �
XN

n�ÿN
exp

�
ÿ 1

8
z�z� 1

8
z2
�
�

�
� a

ÿa
exp
�ÿx2 ÿ ix�zÿ no�� dx : �57�

±ÓË o � o0 � 2
���
p
p

ÑÕÆÇÎßÐÞÇ ÒÖÚÍË "ÔÎËÒÂáÕÔâ" Ë
ÒÖÚÑÍ (57) ÒÓËÐËÏÂÇÕ ×ÑÓÏÖ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÌ ÒÑ x, y
ÓÇÛÇÕÍË ÐÖÎÇÌ (ÓËÔ. 20Â, Ã). ¹ÂÔÕÑÕÂ o0 ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ ËÊ
ÔÎÇÆÖáÜËØ ÔÑÑÃÓÂÉÇÐËÌ. ±ÓË a4 1 Ë N!1 ÒÖÚÑÍ (57)
ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐ Ä ÄËÆÇ

s1�z; �z� �
���
p
p

exp

�
ÿ 1

8
z�zÿ 1

8
z2
�
�

�
X1

n�ÿ1
exp

�
ÿ 1

4
o2n 2 � 1

2
ozn

�
:

©ÆÇÔß ÒÑÔÎÇÆÐËÌ ÓâÆ ÇÔÕß ÕàÕÂ-×ÖÐÍÙËâ #3. ±ÑÎÂÅÂâ
o � o0 Ë ËÔÒÑÎßÊÖâ ×ÑÓÏÖÎÖ ±ÖÂÔÔÑÐÂ ÆÎâ ÆÂÐÐÑÌ ÕàÕÂ-
×ÖÐÍÙËË [63]X1

n�ÿ1
exp �ÿpn 2 � 2inz� �

� exp

�
ÿ z2

p

� X1
n�ÿ1

exp �ÿpn 2 � 2nz� ;

ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÔÕß Ë ÒÇÓËÑÆËÚÐÑÔÕß ËÐÕÇÐÔËÄÐÑ-
ÔÕË:��s1�z; �z���2 � ��s1�iz;ÿi�z���2 � ��s1�z� o0; �z� o0�

��2 �
� ��s1�z� io0; �zÿ io0�

��2 :
±ÖÚÑÍ (57) ÃÞÎ ÓÇÂÎËÊÑÄÂÐ Ô ÒÑÏÑÜßá ÓÇÛÇÕÍË

¥ÂÏÏÂÐÂ Ô ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÚÂÔÕÑÕÑÌ o0 Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ

ÏÖÎßÕËÒÎËÙËÓÖáÜÇÅÑ àÎÇÏÇÐÕÂ. ³ØÇÏÂ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂ
ÒÑÍÂÊÂÐÂ ÐÂ ÓËÔ. 20Æ. ±ÖÚÑÍ, ÄÞØÑÆâÜËÌ ËÊ ÎÂÊÇÓÂ L,
ÓÂÔÛËÓâÇÕÔâ Ë ÍÑÎÎËÏËÓÖÇÕÔâ Ô×ÇÓËÚÇÔÍËÏË ÑÃÝÇÍÕË-
ÄÂÏË 1, 2. ¸ËÎËÐÆÓËÚÇÔÍËÇ ÑÃÝÇÍÕËÄÞ 3, 4 ÔÉËÏÂáÕ
ÒÖÚÑÍ Ä ÑÆÐÑÏ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË Ë ÄÏÇÔÕÇ Ô ÂÔÕËÅÏÂÕËÚÇÔÍËÏ
ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÕÇÎÇÏ, ÔÑÔÕÑâÜËÏ ËÊ Ô×ÇÓËÚÇÔÍÑÅÑ 5 Ë
ÙËÎËÐÆÓËÚÇÔÍÑÅÑ 6 ÑÃÝÇÍÕËÄÑÄ, ×ÑÓÏËÓÖáÕ ÒÑÎÇ ÄËÆÂ
exp �ÿZ2=r2� rect �x=a� exp �2ixZ=r2�. ¯ÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ ÊÂ
ÙËÎËÐÆÓËÚÇÔÍËÏ ÑÃÝÇÍÕËÄÑÏ 6 ÓÂÔÒÑÎÂÅÂÎÂÔß ÆË×ÓÂÍ-
ÙËÑÐÐÂâ ÓÇÛÇÕÍÂ 7, ÆÂáÜÂâ 17 ÒÑÓâÆÍÑÄ ÑÆËÐÂÍÑÄÑÌ
ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË. ©Â ÓÇÛÇÕÍÑÌ ÂÔÕËÅÏÂÕËÚÇÔÍÑÇ ÒÓÇÑÃÓÂ-
ÊÑÄÂÐËÇ (56) ÓÇÂÎËÊÑÄÞÄÂÎÑÔß Ä ÊÑÐÇ ¶ÓÂÖÐÅÑ×ÇÓÂ Ë
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÄÞØÑÆÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ ÄÞÅÎâ-
ÆÇÎÑ ÍÂÍ ÓÇÛÇÕÍÂ ÐÖÎÇÌ. ¬ÑÏÒÇÐÔÂÙËâ ÂÔÕËÅÏÂÕËÊÏÂ ÐÂ
ÄÞØÑÆÇ ËÊ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÕÇÎâ ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÎÂÔß ÍÑÏÃËÐÂ-
ÙËÇÌ ËÊ ÆÎËÐÐÑ×ÑÍÖÔÐÞØ ÙËÎËÐÆÓËÚÇÔÍËØ ÔÑÃËÓÂáÜÇÌ 8
Ë ÓÂÔÔÇËÄÂáÜÇÌ 9 ÎËÐÊ. £ÕÑÓÑÇ ÒÎÇÚÑ ÔØÇÏÞ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂ-
ÎÑÔß ÆÎâ ËÐÕÇÓ×ÇÓÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÄËÊÖÂÎËÊÂÙËË ×ÂÊÞ
ÔÒËÓÂÎßÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ ÐÂ àÍÓÂÐÇ 10. ±ÓË àÕÑÏ ÍÓËÄËÊÐÂ
ÑÒÑÓÐÑÅÑ ×ÓÑÐÕÂ ÒÑÆÃËÓÂÎÂÔß ÓÂÄÐÑÌ ÍÓËÄËÊÐÇ ÒÖÚÍÂ
ËÊ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÕÇÎâ. ²ÇÊÖÎßÕÂÕÞ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂ ÒÓÇÆÔÕÂ-
ÄÎÇÐÞ ÐÂ ÓËÔ. 20Ä, Å. ¬ÂÍ ÄËÆÐÑ ËÊ ÓËÔ. 20Å, Ä ÍÂÉÆÑÏ
ËÊÑÎËÓÑÄÂÐÐÑÏ ÐÖÎÇ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÄÇÕÄÎÇÐËÇ ËÐÕÇÓ×ÇÓÇÐ-
ÙËÑÐÐÑÌ ÒÑÎÑÔÞ, ÚÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË ×ÂÊÞ Ä
àÕÑÌ ÕÑÚÍÇ. £Ñ ÄÔÇØ ÐÖÎâØ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÊÐÂÚÇÐËâ ÓÑÕÑÓÂ
ÄÇÍÕÑÓÂ ÒÑÕÑÍÂ ÔÄÇÕÑÄÑÌ àÐÇÓÅËË ËÏÇáÕ ÑÆËÐÂÍÑÄÞÌ
ÊÐÂÍ (ÑÆËÐÂÍÑÄÞÌ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËÌ ÊÂÓâÆ). ªÔÍÂÉÇÐËÇ
ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÄËØÓÇÄÑÌ ÓÇÛÇÕÍË Ä àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÇ ÒÑ ÔÓÂÄÐÇ-
ÐËá Ô ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍËÏ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÑ ÐÂÎË-
ÚËÇÏ ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ÑÔÕÂÕÑÚÐÞØ ÂÃÇÓÓÂÙËÌ.

¯Â ÑÔÐÑÄÇ ÂÔÕËÅÏÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ÄÑÊÏÑ-
ÉÇÐ ÇÜÇ ÑÆËÐ, ÓÑÆÔÕÄÇÐÐÞÌ ÒÓÇÆÞÆÖÜÇÏÖ, ÔÒÑÔÑÃ ×ÑÓ-
ÏËÓÑÄÂÐËâ ÔÒËÓÂÎßÐÞØ ÒÖÚÍÑÄ. ±ÖÔÕß sm�z; �z� ì ÒÖÚÑÍ
ÄËÆÂ (54). ´ÑÅÆÂ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ:��

R2
exp

�
ÿi�xx� yZ� � 2ixZ

r2

�
sm�x� iZ; xÿ iZ� dx dZ �

� pr2���
2
p

�
i

r

�m

exp

�
ÿ ir2xy

4
ÿ r2x 2

8

�
Hm

�
rx
2

�
h�y� ; �58�

Â Ã Ä Å

LL 11
22 33

44
55 66 77

88 99

1100

Æ

²ËÔ. 20. ´ÇÑÓÇÕËÚÇÔÍËÇ ÓÂÔÚÇÕÞ Ë àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÂâ ÓÇÂÎËÊÂÙËâ ÔÒËÓÂÎßÐÞØ ÒÖÚÍÑÄ Ä ×ÑÓÏÇ ÓÇÛÇÕÍË ÐÖÎÇÌ, Â ÕÂÍÉÇ ÑÒÕËÚÇÔÍÂâ ÔØÇÏÂ (Æ) ÆÎâ
ÔËÐÕÇÊÂ ÕÂÍËØ ÒÖÚÍÑÄ. ªÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß (Â) Ë ×ÂÊÂ (Ã) ÔÒËÓÂÎßÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ s�z; �zj&� 8�8� (ÕÇÑÓËâ); ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß (Ä) Ë ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ËÐÕÇÓ×ÇÓÇÐÙËË
ÏÇÉÆÖ ÔÒËÓÂÎßÐÞÏ Ë ÑÒÑÓÐÞÏ ÒÖÚÍÂÏË (Å) (àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕ).
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ÅÆÇHm�t�ì ÒÑÎËÐÑÏ ¿ÓÏËÕÂ Ë

h�y� � 1���
p
p exp

�
ÿ r2y2

8

��
R

exp �ÿt 2� f
�
ry
2
� it

�
dt : �59�

ÇÅÍÑ ÄËÆÇÕß, ÚÕÑ ÄÔâ ËÐ×ÑÓÏÂÙËâ Ñ ÔÕÓÖÍÕÖÓÇ ÔÒËÓÂÎß-
ÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ ÊÂÎÑÉÇÐÂ Ä h�y�, ÍÑÕÑÓÂâ âÄÎâÇÕÔâ ×ÖÐÍÙËÇÌ
ÑÆÐÑÌ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, àÕÂ ×ÖÐÍÙËâ ÑÔÖ-
ÜÇÔÕÄÎâÇÕ ÔÄÑÇÑÃÓÂÊÐÑÇ ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÇ ÍÑÆËÓÑÄÂÐËÇ ÆÄÖ-
ÏÇÓÐÑÅÑ ÔÒËÓÂÎßÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ.

¦ÔÎË Ä ×ÑÓÏÖÎÇ (58) ÒÑÎÑÉËÕß m � 0 Ë Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ
ÔÒËÓÂÎßÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ ÄÊâÕß ÒÖÚÑÍ s�z; �zjz� Ä ×ÑÓÏÇ ÍÓËÄÑÌ
z�t�, ÕÑ ×ÖÐÍÙËâ h ÒÓËÏÇÕ ÄËÆ

h�yjz� � exp

�
ÿ r2y 2

8

�� T

0

exp

�
ÿ

�z 2�t�
r2
ÿ z�t��z�t�

r2
� y�z�t��

� 1

r2

� t

0

��zz 0 ÿ z�z 0� dt
���z 0�t��� dt :

£ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÆÎâ ÍÄÂÐÕÑÄÂÐÐÑÌ ÑÍÓÖÉÐÑÔÕË ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ
ÑÆÐÑÏÇÓÐÂâ ÏÑÆÂ ¿ÓÏËÕÂ ë¤ÂÖÔÔÂ 7:

h�yjn� � exp

�
ÿ r2y 2

8

�
Hn

�
ry
2

�
:

¥Îâ ÔËÐÕÇÊÂ ÔÒËÓÂÎßÐÞØ ÒÖÚÍÑÄ Ô ÒÑÏÑÜßá ÍÑÆËÓÑ-
ÄÑÚÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÎÑÉËÕß ÔÎÇÆÖáÜËÌ ÏÇÕÑÆ:

Â) ÔËÐÕÇÊËÓÑÄÂÕß ÑÆÐÑÏÇÓÐÞÌ ÂÏÒÎËÕÖÆÐÑ-×ÂÊÑÄÞÌ
àÎÇÏÇÐÕ h�y�;

Ã) ÑÔÖÜÇÔÕÄËÕß "ÄÑÔÔÕÂÐÑÄÎÇÐËÇ" ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÔÒË-
ÓÂÎßÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ ÂÔÕËÅÏÂÕËÚÇÔÍËÏ ÑÆÐÑÏÇÓÐÞÏ ÒÖÚÍÑÏ

¿ÓÏËÕÂ ë¤ÂÖÔÔÂ

exp

�
ÿ ir2xy

4
ÿ r2x 2

8

�
Hm

�
rx
2

�
Ä ÆÂÎßÐÇÌ ÊÑÐÇ ÆË×ÓÂÍÙËË ÎËÃÑ Ä ×ÖÓßÇ-ÒÎÑÔÍÑÔÕË.

¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 21 ÒÑÍÂÊÂÐÞ ÂÏÒÎËÕÖÆÐÑ-×ÂÊÑÄÞÇ àÎÇ-
ÏÇÐÕÞ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÔÒËÓÂÎßÐÞÏ ÒÖÚÍÂÏ ÕÓÇÖÅÑÎß-
ÐÑÌ ×ÑÓÏÞ Ä ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÖÅÎÂ ÒÑÄÑÓÑÕÂ ÒÑÓÑÉÆÂá-
ÜÇÌ ÍÓËÄÑÌ. £ ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÒÑÓÑÉÆÂáÜÇÌ ÍÓËÄÑÌ ËÔÒÑÎßÊÑ-
ÄÂÎÂÔß 7-ÍÄÂÐÕÑÄÂÐÐÂâ ÅËÒÑÙËÍÎÑËÆÂ, ÔÒËÓÂÎßÐÞÌ ÒÖÚÑÍ
ÆÎâ ÍÑÕÑÓÑÌ ÒÑÍÂÊÂÐ ÐÂ ÓËÔ. 14. ¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 21Â, Ã
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÞ ÂÏÒÎËÕÖÆÂ (Â) Ë ×ÂÊÂ (Ã) ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ

exp

�
ÿ r2x 2

8

�
h�yj"7� ;

Â ÕÂÍÉÇ ÅÓÂ×ËÍË ÂÏÒÎËÕÖÆÞ Ë×ÂÊÞ ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË
h�yj"7�. ¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 21Ä, Å ÒÓËÄÇÆÇÐ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞÌ ÂÏÒÎË-
ÕÖÆÐÑ-×ÂÊÑÄÞÌ àÎÇÏÇÐÕ ÆÎâ 7-ÍÄÂÐÕÑÄÂÐÐÑÌ ÅËÒÑÙË-
ÍÎÑËÆÞ, ÒÑÄÇÓÐÖÕÑÌ ÐÂ 90�. £ ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÒÓÇÆÞÆÖÜÇÅÑ
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ, ÍÑÕÑÓÑÇ ÃÞÎÑ ÚËÔÕÑ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞÏ, àÎÇ-
ÏÇÐÕ h�yj47� ÖÉÇ âÄÎâÇÕÔâ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÊÐÂÚÐÞÏ.

¡ÏÒÎËÕÖÆÐÑ-×ÂÊÑÄÞÌ àÎÇÏÇÐÕ ÆÎâ ÔÒËÓÂÎßÐÑÅÑ
ÒÖÚÍÂ Ä ×ÑÓÏÇ ÓÇÛÇÕÍË ÐÖÎÇÌ ÒÓËÄÇÆÇÐ ÐÂ ÓËÔ. 22. ¬ÂÍ
ÄËÆÐÑ ËÊ ÓËÔÖÐÍÂ, ÍÑÆËÓÑÄÑÚÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÆÎâ ÓÇÛÇÕÍË
ÐÖÎÇÌ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÂ (àÕÑ ÏÑÉÐÑ ÆÑÍÂÊÂÕß Ë ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍË).
±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÍÑÆËÓÑÄÑÚÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÆÎâ ÍÄÂÐÕÑÄÂÐÐÑÌ
ÑÍÓÖÉÐÑÔÕË ÕÂÍÉÇ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÂ, ÕÑ ÎáÃÑÌ ÒÖÚÑÍ Ä
×ÑÓÏÇ ÓÇÛÇÕÍË ÐÖÎÇÌ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÑÎÖÚÇÐ Ô ÒÑÏÑÜßá
ÂÔÕËÅÏÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËâ ÑÆÐÑ-
ÏÇÓÐÞØ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ. °ÆÐÑÏÇÓÐÂâ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ
ÂÏÒÎËÕÖÆÐÑ-×ÂÊÑÄÞØ ÍÑÆËÓÑÄÑÚÐÞØ àÎÇÏÇÐÕÑÄ ÒÑÊÄÑ-
ÎâÇÕ Ä ÒÑÎÐÑÌ ÏÇÓÇ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕË ÏËÍÓÑ-
ÎËÕÑÅÓÂ×ËË, ÒÑàÕÑÏÖ ÆÂÐÐÞÌ ÔÒÑÔÑÃ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÕÇØÐÑ-
ÎÑÅËÚÇÔÍË ÃÑÎÇÇ ÒÓÇÆÒÑÚÕËÕÇÎÇÐ, ÚÇÏÏÇÕÑÆ ÂÏÒÎËÕÖÆÐÑ-
×ÂÊÑÄÑÌ ÏÂÔÍË.

1
jhj

0 y
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y

2p
arg h

0 y

1
jhj

0 y
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y

2p
arg h

0 y

Â Ã Ä Å

²ËÔ. 21. ¡ÏÒÎËÕÖÆÐÑ-×ÂÊÑÄÞÇ àÎÇÏÇÐÕÞ ÆÎâ ÔÒËÓÂÎßÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ ÕÓÇÖÅÑÎßÐÑÌ ×ÑÓÏÞ Ä ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÖÅÎÂ ÒÑÄÑÓÑÕÂ ÒÑÓÑÉÆÂáÜÇÌ ÍÓËÄÑÌ.

7 ªÐÕÇÓÇÔÐÑ ÑÕÏÇÕËÕß ÒÑâÄÎÇÐËÇ àÕÑÌ ×ÖÐÍÙËË Ä ×ÑÓÏÖÎÇ (58).

²ËÔ. 22.£ÇÓØÐËÌ ÓâÆ: ÂÏÒÎËÕÖÆÂ Ë ×ÂÊÂ ÍÑÆËÓÑÄÑÚÐÑÅÑ àÎÇÏÇÐÕÂ ÆÎâ ÔÒËÓÂÎßÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂs�z; �zj&� 8�8� (ÓËÔ. 20Â, Ã). ¯ËÉÐËÌ ÓâÆ: ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË
ÔÒËÓÂÎßÐÞØ ÒÖÚÍÑÄsm�z; �zj&� 8�8�, ÒÑÔÕÓÑÇÐÐÞØ ÒÑ ×ÑÓÏÖÎÇ (54) ÒÓË 14m4 6.
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£ ÊÂÍÎáÚÇÐËÇ ÆÂÐÐÑÅÑ ÓÂÊÆÇÎÂ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÔÄâÊß
ÒÑÎÖÚÇÐÐÞØ ÒÖÚÍÑÄ Ô ÐÇÍÑÕÑÓÞÏË ËÊÄÇÔÕÐÞÏË ÒÓÇÑÃÓÂ-
ÊÑÄÂÐËâÏË.

1. °ÃÓÂÕËÏÔâ Í ÂÔÕËÅÏÂÕËÚÇÔÍÑÏÖ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËá
(56) Ë ÒÇÓÇÒËÛÇÏ ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÌ ÔÒËÓÂÎßÐÞÌ ÒÖÚÑÍs�z; �z� Ä
ÄËÆÇ

s�2iz;ÿ2i�z� � exp

�
ÿ z�z

2

�
�

�
�
R

exp

�
ÿ z 2

2
� 2zxÿ x 2

�
g�x� dx � exp

�
ÿ z�z

2

�
f �z� :

£ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ËÏÇÇÏ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ¤ÂÃÑÓÂ [64] ×ÖÐÍÙËË
g�x�, Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÂâ ×ÖÐÍÙËâ f �z� ÔÄâÊÂÐÂ Ô
g�x� ÒÑÔÓÇÆÔÕÄÑÏ ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÅÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ Ô âÆÓÑÏ
exp �ÿz 2=2� 2zxÿ x 2�. ¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, Ä ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÏÇØÂ-
ÐËÍÇ [60] ÔÄâÊß ÏÇÉÆÖ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÐÞÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇÏ
ÔÑÔÕÑâÐËâ jqi Ë ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇÏ ¶ÑÍÂ ë ¢ÂÓÅÏÂÐÂ hzj
ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÞÏ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇÏ Ô âÆÓÑÏ

hzjqi � 1������
p�h4
p exp

�
ÿ z 2

2
� 2zq�����

2�h
p ÿ q2

2�h

�
:

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÂÔÕËÅÏÂÕËÚÇÔÍÑÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ (56)
ÓÇÂÎËÊÖÇÕ ÑÒÕËÚÇÔÍËÏ ÒÖÕÇÏ ÔÄâÊß ÆÄÖØ ÍÄÂÐÕÑÄÑÏÇØÂÐË-
ÚÇÔÍËØ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÌ.

2. ªÊ (56) ÔÎÇÆÖÇÕ ÕÂÍÉÇ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÑÒÕËÚÇÔÍÑÌ
ÓÇÂÎËÊÂÙËË ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓÑÆÑÎÉÇÐËâ ×ÖÓßÇ-ÑÃÓÂÊÂ
ÒÑÎâ g�x� Ô ÒÑÏÑÜßá ÂÔÕËÅÏÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂ-
ÐËâ. ¯ÂÒÓËÏÇÓ, ÆÎâ ×ËÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ g�x� Ô ÐÑÔËÕÇÎÇÏ
�ÿa; a� ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕß ÆÇÌÔÕÄËÌ ÔÎÇÆÖáÜÂâ. ³ÐÂ-
ÚÂÎÂ ÒÑÎÇ g�x� ÒÓÑÒÖÔÍÂÇÕÔâ ÚÇÓÇÊ ÂÏÒÎËÕÖÆÐÖá ÏÂÔÍÖ
exp �ÿa2 � x 2 ÿ Z2� Ë ÂÔÕËÅÏÂÕËÚÇÔÍËÌ ×ÂÊÑÄÞÌ àÎÇÏÇÐÕ
exp �2ixZ�. ©ÂÕÇÏ ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ ÑÒÕËÚÇÔÍÑÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑ-
ÄÂÐËÇ ¶ÖÓßÇ. ¯ÖÎË ÄÞØÑÆÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÇÔÕß ÐÖÎË ÂÐÂÎËÕË-
ÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓÑÆÑÎÉÇÐËâ ×ÖÓßÇ-ÑÃÓÂÊÂ ÒÑÎâ g�x�. ±ÑÎÖÚÇÐ-
ÐÑÇ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÇ ÒÓÑÆÑÎÉÇÐËÇ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ËÔÒÑÎßÊÑ-
ÄÂÐÑ Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÑÔÐÑÄÞ ÐÑÄÑÅÑ ÏÇÕÑÆÂ ÄÑÔÔÕÂÐÑÄÎÇÐËâ
×ÂÊÞ [65].

3. ¿ÄÑÎáÙËâ ÒÑÎâ ËÊ (59)

F �x; y; 0� � exp

�
ÿ r2y 2

8

�
h�rxjz�

ÒÓË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË ËÏÇÇÕ ÔÎÇÆÖáÜËÌ ÄËÆ:

F �x; y; l � � k

2pil

��
R2

exp

�
ik

2l

��xÿ x�2 � �yÿ Z�2���
� F �x; Z; 0� dx dZ �

� 1

s
exp

�
ilr 4�x 2 � y 2�

32kjsj2
�
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�
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8jsj2
�
�

� h

�
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����z exp �i arg s�� : �60�

©ÆÇÔß s � 1� ilr2=4k. ³ÓÂÄÐËÄÂâ (59) Ë (60), ÐÂØÑÆËÏ, ÚÕÑ
ÆÎâ ÍÂÉÆÑÅÑ l ÄÞÛÇÒÓËÄÇÆÇÐÐÑÇ ÒÑÎÇ F �x; y; l � Ô ÕÑÚÐÑ-
ÔÕßá ÆÑ ÏÂÔÛÕÂÃÂ Ë ×ÂÊÑÄÑÅÑ ÏÐÑÉËÕÇÎâ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô
ÂÔÕËÅÏÂÕËÚÇÔÍËÏ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇÏ ÔÒËÓÂÎßÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ
s
ÿ
z exp �ÿi args�; �z exp �i args�jz�, ÍÑÕÑÓÞÌ ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ

ËÊ ËÔØÑÆÐÑÅÑ ÔÒËÓÂÎßÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ ÒÑÄÑÓÑÕÑÏ ÐÂ ÖÅÑÎ arg s.
±ÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËá (60) Ë ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÏÖ ÂÔÕËÅÏÂ-

ÕËÚÇÔÍÑÏÖ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËá ÏÑÉÐÑ ÆÂÕß ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÖá

ËÐÕÇÓÒÓÇÕÂÙËá. ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÕÓÇØÏÇÓÐÑÇ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÇ
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ (ÔÏ. ÕÂÍÉÇ [56, 59])

W�x; u; y� � exp

�
ÿ 2ixu

r2
ÿ 2y 2

r2

�
s�x� iu; xÿ iujz� :

±ÓÑÇÍÙËâ àÕÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕß u � 0

WPR�x; y� �
�
R

W�x; u; y� du � ���
p
p

exp

�
ÿ 2y 2
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�
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�
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����z� :
¿ÕÂ ÒÓÑÇÍÙËâ Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ ÏÂÔÛÕÂÃÂ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô
F�x; y; 0�. ³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ ÒÓË ÒÑÄÑÓÑÕÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ
W�x; u; y� ÐÂ ÖÅÑÎ args ÄÑÍÓÖÅ ÑÔË y ÇÅÑ ÒÓÑÇÍÙËâ ÐÂ
ÒÎÑÔÍÑÔÕß u � 0 Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ ÏÂÔÛÕÂÃÂ Ë ×ÂÊÑÄÑÅÑ
ÏÐÑÉËÕÇÎâ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô F�x; y; l �. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, àÄÑÎá-
ÙËâ ÒÑÎâ F�x; y; l � ÒÓË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË ÄÞÅÎâÆËÕ ÍÂÍ
ËÊÏÇÐÇÐËÇ ÒÓÑÇÍÙËË W�x; u; y� ÒÓË ÇÅÑ ÄÓÂÜÇÐËË ÄÑÍÓÖÅ
ÑÔË y.

3.4. ³ËÐÕÇÊ ×ÂÊÑÄÞØ àÎÇÏÇÐÕÑÄ
ÆÎâ ×ÑÍÖÔËÓÑÄÍË Ä ÍÓËÄÞÇ
³ÒËÓÂÎßÐÞÇ ÒÖÚÍË Ä ÔËÎÖ ÔÄÑÇÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÑÌ ÖÔÕÑÌÚËÄÑ-
ÔÕË ÄÔÇÅÆÂ âÄÎâáÕÔâ ÂÏÒÎËÕÖÆÐÑ-×ÂÊÑÄÞÏË, ÐÑ ÐÇ ÚËÔÕÑ
×ÂÊÑÄÞÏË ÔÄÇÕÑÄÞÏË ÒÑÎâÏË. ±ÑàÕÑÏÖ ÄÐÇÓÇÊÑÐÂÕÑÓ-
ÐÞÇ ÏÇÕÑÆÞ ÔËÐÕÇÊÂ ÔÄÇÕÑÄÞØ ÒÑÎÇÌ ÍÂÍ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ
ÐÇÍÑÕÑÓÑÅÑ ËÔØÑÆÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÒÑÔÓÇÆÔÕÄÑÏ ÂÏÒÎËÕÖÆÐÑ-
×ÂÊÑÄÞØ ÑÒÕËÚÇÔÍËØ àÎÇÏÇÐÕÑÄ ÐÇËÊÃÇÉÐÑ ÔÄâÊÂÐÞ Ô
ÒÑÕÇÓÇÌ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑÌ ÆÑÎË àÐÇÓÅËË ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐÐÑÅÑ
ÒÑÎâ. ¿ÕÑ ÆÇÎÂÇÕ ÕÂÍËÇ ÏÇÕÑÆÞ ÐÇÑÒÕËÏÂÎßÐÞÏË ÆÎâ
ÒÓËÍÎÂÆÐÞØ ÊÂÆÂÚ. £ÏÇÔÕÇ Ô ÕÇÏ ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÂâ ÖÔÕÑÌÚË-
ÄÑÔÕß ÒÑÎâ ÒÓË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË Ë ×ÑÍÖÔËÓÑÄÍÇ ÐÇ ÄÔÇÅÆÂ
âÄÎâÇÕÔâ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑÌ: ÄÒÑÎÐÇ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÆÑÃËÕßÔâ
à××ÇÍÕËÄÐÑÅÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ËÔØÑÆÐÑÅÑ ÔÄÇÕÑÄÑÅÑ
ÒÑÎâ Ä ÒÑÎÇ Ô ÊÂÆÂÐÐÞÏ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË
Ä ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË. ±ÑàÕÑÏÖ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÂ ÒÑÔÕÂÐÑÄÍÂ
ÊÂÆÂÚË: "ÑÃÏÇÐâÕß" ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÖá ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß ÔÒËÓÂÎß-
ÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ ÐÂ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËâ ÊÂÆÂÐÐÑÅÑ
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË Ä ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË
ÚËÔÕÑ ×ÂÊÑÄÞÏ ÑÒÕËÚÇÔÍËÏ àÎÇÏÇÐÕÑÏ.

©ÂÆÂÚÂ ÔËÐÕÇÊÂ ×ÂÊÑÄÞØ àÎÇÏÇÐÕÑÄ ÆÎâ ×ÑÓÏËÓÑÄÂ-
ÐËâ ÔÄÇÕÑÄÞØ ÒÑÎÇÌ Ô ÊÂÆÂÐÐÞÏ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ ËÐÕÇÐ-
ÔËÄÐÑÔÕË (×ÑÍÖÔÂÕÑÓÑÄ) ËÊÄÇÔÕÐÂ Ë ËÏÇÇÕ ÖÉÇ ÔÄÑá
ËÔÕÑÓËá Ë ÃËÃÎËÑÅÓÂ×Ëá (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [66]). £ ÏÂÕÇ-
ÏÂÕËÚÇÔÍÑÏ ÒÎÂÐÇ ÊÂÆÂÚÂ ×ÑÍÖÔËÓÑÄÍË ÎÂÊÇÓÐÑÅÑ ËÊÎÖ-
ÚÇÐËâ ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÐÂØÑÉÆÇÐËá ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ÍÖÔÑÚÐÑ-ÅÎÂÆ-
ÍÑÌ ×ÂÊÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË exp

�
ij�x; Z��, ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ¶ÓÇ-

ÐÇÎâ ÑÕ ÍÑÕÑÓÑÌ ÒÓË l � l0 ÆÂÇÕ ÕÓÇÃÖÇÏÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ
ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË I�x; y�:

I�x; y� � ��F �x; y���2 �
�
���� k

2pil0

��
O
exp

�
ik

2l0

��xÿ x�2 � �yÿ Z�2���
� exp

�
ij�x; Z�� dx dZ����2 : �61�

©ÆÇÔß Oì ÂÒÇÓÕÖÓÂ ÑÒÕËÚÇÔÍÑÅÑ àÎÇÏÇÐÕÂ.
¯ÇÑÃØÑÆËÏÑ ÕÂÍÉÇ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ

"ÕÓÇÃÖÇÏÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË I�x; y�" ÐÖÉ-
ÐÑ ÒÑÐËÏÂÕß ÐÇ Ä ÔÏÞÔÎÇ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇ-
ÐËâ ×ÖÐÍÙËË I, Â ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÛËÓÇ. ´ÂÍ, ÐÂÒÓËÏÇÓ,
ÑÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÊÂÆÂÚÂ ×ÑÍÖÔËÓÑÄÍË (61) ÒÓË I�x; y� �
� rect �x=a� rect �y=b� ÐÇ ËÏÇÇÕ ÓÇÛÇÐËÌ ÐË ÒÓË ÍÂÍËØ
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ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞØ a Ë b, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÆÎâ ÎáÃÑÅÑ ÒÑÎâ
ÍÑÐÇÚÐÞØ ÓÂÊÏÇÓÑÄ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß I�x; y� âÄÎâÇÕÔâ ÙÇ-
ÎÑÌ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ ÒÑ ÑÃÇËÏ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÏ.
´ÇÏ ÐÇ ÏÇÐÇÇ ÊÂÆÂÚÂ ×ÑÍÖÔËÓÑÄÍË Ä ÒÓâÏÑÖÅÑÎßÐËÍ Ô
ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ ÔÕÑÓÑÐ a=b ì ÑÆÐÂ ËÊ ÔÂÏÞØ ÓÂÔÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÇÐÐÞØ [66, 67].

£ ÔÄâÊË Ô àÕËÏ ÒÓË×ÑÍÖÔËÓÑÄÍÇ ÎÂÊÇÓÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ Ä
ÍÓËÄÖá L (ÆÓÖÅÑÌ ÛËÓÑÍÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÞÌ ÔÎÖÚÂÌ ì
ÆÄÖÏÇÓÐÂâ ÑÃÎÂÔÕß) ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÕÔâ, ÚÕÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ
ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË I�x; y� ÆÑÎÉÐÑ ÃÞÕß ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑ Ä ÕÑÚ-
ÍÂØ ÍÓËÄÑÌ L ËÎË ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ÇÇ e-ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË (ÓÂÊÏÇÓ e
ÏÐÑÅÑ ÏÇÐßÛÇ ÆÎËÐÞ L), Â ÔÑÄÑÍÖÒÐÂâ ÆÑÎâ àÐÇÓÅËË Ä
àÕÑÌ ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÍÂÍ ÏÑÉÐÑ ÃÎËÉÇ Í 100%. ¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ,
ÃÑÎÇÇ-ÏÇÐÇÇ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË
ÐÂ ÍÓËÄÑÌ L âÄÎâÇÕÔâ ÇÜÇ ÑÆÐËÏ ÄÂÉÐÞÏ ÏÑÏÇÐÕÑÏ,
ÍÑÕÑÓÞÌ ÆÑÎÉÇÐ ÖÚËÕÞÄÂÕßÔâ ÒÓË ÓÇÛÇÐËË ÊÂÆÂÚË.
³ÖÏÏËÓÖâ ÄÔÇ ÔÍÂÊÂÐÐÑÇ, ÏÑÉÐÑ ÔÚËÕÂÕß, ÚÕÑ ÊÂÆÂÚÂ
×ÑÍÖÔËÓÑÄÍË ÎÂÊÇÓÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ Ä ÐÇÍÑÕÑÓÖá ÍÓËÄÖá
L ÓÇÛÇÐÂ, ÇÔÎË Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ×ÑÍÖÔËÓÑÄÍË àÎÇÏÇÐÕÑÏ
exp

�
ij�x; Z�� ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß I�x; y� ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË l � l0

ÄËÊÖÂÎßÐÑ ÒÑØÑÉÂ ÐÂ ÔÂÏÖ ÍÓËÄÖá L. ¬ÑÎËÚÇÔÕÄÇÐÐÞÇ
ÒÑÍÂÊÂÕÇÎË ì ÆÑÎâ àÐÇÓÅËË

� �
Le
I dx dy=

� �
R2 I dx dy (Le ì

e-ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕß ÍÓËÄÑÌ L) Ë ÔÕÇÒÇÐß ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕË
minL I=maxL Iì ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÕ ÕÑÚÐÑÔÕß àÕÑÅÑ ÄËÊÖÂÎß-
ÐÑÅÑ ÔØÑÆÔÕÄÂ.

°ÆËÐ ËÊ ÑÔÐÑÄÐÞØ ÏÇÕÑÆÑÄ ÓÇÛÇÐËâ ÊÂÆÂÚ ×ÑÍÖÔË-
ÓÑÄÍË ÆÎâ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÍÓËÄÞØ L ì ÏÇÕÑÆ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÌ
×ÂÊÞ (Ä ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËË k�diamO�2 4 2l0). ¦ÅÑ ÒÓËÏÇÐÇ-
ÐËÇ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÊÂÆÂÚÖ ÒÑËÔÍÂ j�x; Z� ÍÂÍ
ÒÓÑÙÇÔÔ ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËâ ÑÃÎÂÔÕËO Ä ËÔØÑÆÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÐÂ
ÍÓËÄÖá L Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË l � l0, ÒÓËÚÇÏ ÍÂÉÆÂâ ÕÑÚÍÂ
�x; y� 2 L ËÏÇÇÕ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÇ ÚËÔÎÑ ÒÓÑÑÃÓÂÊÑÄ Ä ÑÃÎÂÔÕË
O. ±ÓË ÕÂÍÑÏ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËË Ä ÑÒÕËÍÇ ÍÓËÄÂâ L ÐÂÊÞ-
ÄÂÇÕÔâ ÍÂÖÔÕËÍÑÌ, Â ÔÂÏÑ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÇ ì ÅÇÑÏÇÕÓÑ-
ÑÒÕËÚÇÔÍËÏ ÒÑÆØÑÆÑÏ Í ÊÂÆÂÚÇ ×ÑÍÖÔËÓÑÄÍË. ³ÕÓÑÅÂâ
ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÂâ ÒÑÔÕÂÐÑÄÍÂ ÊÂÆÂÚË ×ÑÍÖÔËÓÑÄÍË Ä ÍÓË-
ÄÖá Ë ÇÇ ÒÑÆÓÑÃÐÑÇ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÇ Ä ÓÂÏÍÂØ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇ-
ÔÍÑÌ ÑÒÕËÍË ÒÓÑÄÇÆÇÐÞ Ä [68, 69]. ±ÑÆØÑÆ, ÑÔÐÑÄÂÐÐÞÌ ÐÂ
ÏÇÕÑÆÇ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÌ ×ÂÊÞ, Ä ÔËÎÖ ÔÒÇÙË×ËÍË ÊÂÆÂÚË ÐÇ
ÆÂÇÕ ÐÂÚÂÎßÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ, ÒÑàÕÑÏÖ ÓÇÛÇÐËÇ ÊÂÆÂÚË ÒÓËÐ-
ÙËÒËÂÎßÐÑ ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÞÏ. £ÞÃÑÓ ÑÕÑÃÓÂÉÇ-
ÐËâ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÄÎËâÇÕ ÐÂ ÄËÆ ÓÇÛÇÐËâ j�x; Z� Ë, ÍÂÍ
ÔÎÇÆÔÕÄËÇ, ÐÂ ×ÑÓÏÖ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË I�x; y�. ±ÓË ÕÂÍÑÏ
ÒÑÆØÑÆÇ ÊÂ ÒÓÇÆÇÎÂÏË ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËâ ÑÍÂÊÞÄÂáÕÔâ ÄÑÎ-
ÐÑÄÞÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ×ÑÓÏËÓÖÇÏÞØ ÒÑÎÇÌ.

£ ÔÄâÊË ÔÑ ÔÍÂÊÂÐÐÞÏ ÄÞÛÇ ÓÇÛÇÐËâ, ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÇ
ÏÇÕÑÆÑÏ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÌ ×ÂÊÞ, ÆÎâ ÖÚÇÕÂ ÄÑÎÐÑÄÞØ
ÔÄÑÌÔÕÄ ÔÄÇÕÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ ÑÃÞÚÐÑ ÏÑÆË×ËÙËÓÖáÕÔâ ÒÑ-
ÔÓÇÆÔÕÄÑÏ ÕÇØ ËÎË ËÐÞØ ËÕÇÓÂÕËÄÐÞØ ÒÓÑÙÇÆÖÓ, ÐÂÒÓË-
ÏÇÓ ÏÇÕÑÆÂ ¤ÇÓÚÃÇÓÅÂ ë³àÍÔÕÑÐÂ [70]. ³ÎÇÆÖÇÕ ÑÕÏÇÕËÕß,
ÚÕÑ ÖÔÒÇÛÐÑÔÕß ÕÂÍÑÅÑ ÒÑÆØÑÆÂ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ

ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ, ÒÑÎÖÚÂÇÏÑÅÑ, ÍÂÍ ÖÉÇ ÑÕÏÇÚÂ-
ÎÑÔß, ÏÇÕÑÆÑÏ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÌ ×ÂÊÞ. °ÆÐÂÍÑ ÔÑÅÎÂÔÐÑ [71]
ÓÇÛÇÐËâ ÊÂÆÂÚË ×ÑÍÖÔËÓÑÄÍË, ËÏÇáÜËÇ ×ÂÊÑÄÞÇ ÔËÐÅÖ-
ÎâÓÐÑÔÕË, ÐÇ ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÒÑÎÖÚÇÐÞ ÏÇÕÑÆÑÏ ÔÕÂÙËÑÐÂÓ-
ÐÑÌ ×ÂÊÞ. £ ÖÒÑÏâÐÖÕÑÌ ÓÂÃÑÕÇ ÐÂ ÍÑÐÍÓÇÕÐÑÏ ÒÓËÏÇÓÇ
ÊÂÆÂÚË ×ÑÍÖÔËÓÑÄÍË Ä ÍÑÎßÙÑ ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ
ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÞÌ ÐÂÃÑÓ ÓÇÛÇÐËÌ, âÄÎâáÜËØÔâ ÄÑÎÐÑÄÞÏË,
ÍÑÕÑÓÞÇ ÐÇ ÆÂáÕ ÄÞÓÑÉÆÇÐÐÑÅÑ ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËâ ÂÒÇÓÕÖÓÞ
ÑÒÕËÚÇÔÍÑÅÑ àÎÇÏÇÐÕÂ Ä ÑÍÓÖÉÐÑÔÕß Ë, ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÐÇ
âÄÎâáÕÔâ ×ÑÍÖÔÂÕÑÓÂÏË Ô ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ ÏÇÕÑÆÂ ÔÕÂÙËÑ-
ÐÂÓÐÑÌ ×ÂÊÞ. ¢ÑÎÇÇ ÕÑÅÑ, ÑÃÎÂÔÕß ÄÑÎÐÑÄÑÌ ×ÑÍÖÔËÓÑÄÍË
ÎÇÉËÕ Ä ÅÇÑÏÇÕÓÑ-ÑÒÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÇÐË.

¿ÕË ×ÂÍÕÞ ÔÕÂÎË ÑÕÒÓÂÄÐÑÌ ÕÑÚÍÑÌ ÓÂÊÓÂÃÑÕÍË
ÏÇÕÑÆÂ ÔËÐÕÇÊÂ ×ÂÊÑÄÞØ àÎÇÏÇÐÕÑÄ ÆÎâ ×ÑÍÖÔËÓÑÄÍË Ä
ÍÓËÄÞÇ (ÍÑÕÑÓÞÌ ÑÔÐÑÄÂÐ ÐÂ ×ÂÊÑÄÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÇ ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖáÜËØ ÔÒËÓÂÎßÐÞØ ÒÖÚÍÑÄ, ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ ÔÑÆÇÓÉÂÜËØ
×ÂÊÑÄÞÇ ÔËÐÅÖÎâÓÐÑÔÕË) ÍÂÍ ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ.
±ÓË àÕÑÏ ÚËÔÎÇÐÐÞÇ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÞ ÒÑÍÂÊÂÎË ÄÇÔßÏÂ
ÃÞÔÕÓÖá ÔØÑÆËÏÑÔÕß ÏÇÕÑÆÂ. ¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 23 ÒÓËÄÇÆÇÐÞ
ÒÓËÏÇÓÞ ×ÂÊÑÄÞØ àÎÇÏÇÐÕÑÄ, ÐÂÌÆÇÐÐÞØ Ô ËÔÒÑÎßÊÑÄÂ-
ÐËÇÏ ×ÂÊ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ÔÒËÓÂÎßÐÞØ ÒÖÚÍÑÄ Ë ÏÇÕÑÆÂ
¤ÇÓÚÃÇÓÅÂ ë³àÍÔÕÑÐÂ, Ë ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ËØ ×ÑÍÖÔËÓÖáÜÇÅÑ
ÆÇÌÔÕÄËâ.

4. ªÐÕÇÅÓÂÎßÐÞÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË
ÔÒËÓÂÎßÐÞØ ÒÖÚÍÑÄ

ªÊÄÇÔÕÐÑ [72 ë 74], ÚÕÑ àÐÇÓÅËâ Ë ÖÅÎÑÄÑÌ ÏÑÏÇÐÕ ÎáÃÑÅÑ
ÒÖÚÍÂ ÐÇ ËÊÏÇÐâáÕÔâ ÒÓË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË Ä ÊÑÐÇ ¶ÓÇ-
ÐÇÎâ, Õ.Ç.

E �
��

R2

��F�x; y; l ���2 dx dy � const ;

L � 1

E

��
R2

M�x; y; l � dx dy � const

âÄÎâáÕÔâ ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÞÏË ËÐÄÂÓËÂÐÕÂÏË. ©ÆÇÔß

M�x; y; l � � Im

�
�F�x; y; l �

�
y
qF
qx
�x; y; l � ÿ x

qF
qy
�x; y; l �

��

ì ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÖÅÎÑÄÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ. ªÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ ÒÑ ÆÄÖ-
ÏÇÓÐÑÌ ×ÂÊÑÄÑÌ ÒÓÑÃÎÇÏÇ, ÍÂÍ ÑÕÏÇÚÂÎÑÔß ÄÑ ÄÄÇÆÇÐËË,
ÄÞâÄËÎÑ ÄÂÉÐÖá ÓÑÎß ÄËØÓÇÄÑÌ ÔÑÔÕÂÄÎâáÜÇÌ ÒÑÕÑÍÂ
ÔÄÇÕÑÄÑÌ àÐÇÓÅËË, Â ËÏÇÐÐÑ, ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÂâ ÂÏÒÎËÕÖÆÂ
ÒÑÎâ

F�x; y; l � �
�����������������
I�x; y; l �

p
exp

�
ij�x; y; l ��

ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÄÑÔÔÕÂÐÑÄÎÇÐÂ, ÇÔÎË ÐÂ ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË
l � l0 Ä ÊÑÐÇ¶ÓÇÐÇÎâ ËÊÄÇÔÕÐÞ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß ÒÑÎâ I�x; y�,

Â Ã Ä Å Æ

²ËÔ. 23. ²ÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ×ÂÊÞ ÑÒÕËÚÇÔÍËØ àÎÇÏÇÐÕÑÄ (Â, Ä) ÐÂ ÍÓÖÅÑÄÑÌ ÂÒÇÓÕÖÓÇ Ë ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÒÑÎÇÌ Ä ÑÃÎÂÔÕË ×ÑÍÖÔËÓÑÄÍË
(Ã, Å ì ÕÇÑÓËâ, Æ ì àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕ).
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ÇÇ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÂâ ÒÑ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËá qI�x; y�=ql Ë ÒÓÑÇÍÙËâ
ÓÑÕÑÓÂ ÒÑÕÑÍÂ ÔÄÇÕÑÄÑÌ àÐÇÓÅËË ÐÂ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇ ÓÂÔÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÇÐËâ

rot0 j�x; y� � 1

k

�
qI
qx

qj
qy
ÿ qI
qy

qj
qx

�
:

²ÑÕÑÓ ÒÑÕÑÍÂ Ä ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÐÇ ÖÆÂÇÕÔâ ÄÑÔÔÕÂÐÑÄËÕß
ËÊ ËÊÏÇÓÇÐËÌ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË, ÑÆÐÂÍÑ ËÊÄÇÔÕÐÞ ÐÇÍÑÕÑ-
ÓÞÇ ÇÅÑ ÔÄÑÌÔÕÄÂ [4]:

1. ¦ÔÎË �x0; y0�ì ÕÑÚÍÂ àÍÔÕÓÇÏÖÏÂ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË Ë
I�x0; y0� 6� 0, ÕÑ rot0 j�x0; y0� � 0. ¦ÔÎË ÉÇ I�x0; y0� � 0, ÕÑ

��rot0 j�x0; y0��� � 1

k

�������������������������������������������
q2I
qx 2

q2I
qy 2
ÿ
�

q2I
qx qy

�2
s

:

2. ¦ÔÎË ÕÑÚÍÂ �x0; y0� ì ÒÓÑÔÕÑÌ ÐÖÎß F�x; y� Ë C ì
ÍÑÐÕÖÓ, ÑØÄÂÕÞÄÂáÜËÌ ÕÑÎßÍÑ àÕÑÕ ÐÖÎß ÒÑÎâ F, ÕÑ�

C

Hj dr � 2p sgn rot0 j�x0; y0� :

3. ªÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ ÒÓËÐÙËÒ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ ÄËØÓÇÄÑÌ ÍÑÏÒÑ-
ÐÇÐÕÞ ÒÑÎâ F�x; y; l �: ÆÎâ ÎáÃÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË Ä ÊÑÐÇ
¶ÓÇÐÇÎâ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ��

R2
rot0 j�x; y; l � dx dy � 0 :

¿ÕÑ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ âÄÎâÇÕÔâ ÚÂÔÕÐÞÏ ÔÎÖÚÂÇÏ ÃÑÎÇÇ ÑÃÜÇÅÑ
ÔÄÑÌÔÕÄÂ, Â ËÏÇÐÐÑ��

R2
f �x� iy�

�
qI
ql
�x; y; l � � i rot0 j�x; y; l �

�
dx dy � 0 �62�

ÆÎâ ÎáÃÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË Ä ÊÑÐÇ ¶ÓÇÐÇÎâ Ë ÎáÃÑÌ ÙÇÎÑÌ
ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÌ ×ÖÐÍÙËË f �z�, ÐÇ ÐÂÓÖÛÂáÜÇÌ ÔØÑÆËÏÑ-
ÔÕË ËÐÕÇÅÓÂÎÂ. ¥Îâ ÒÖÚÍÑÄ Ô ÅÂÖÔÔÑÄÞÏ ÖÃÞÄÂÐËÇÏ ÐÂ
ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË (ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÔÒËÓÂÎßÐÞØ ÒÖÚÍÑÄ) f �z�
ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÑÎËÐÑÏÑÏ ÎáÃÑÌ ÔÕÇÒÇÐË ÑÕ z. £ ÚÂÔÕÐÑ-
ÔÕË, ÔÎÖÚÂÌ f �z� � 1 ÆÂÇÕ ÖÉÇ ËÊÄÇÔÕÐÞÇ ÊÂÍÑÐÞ ÔÑØÓÂÐÇ-
ÐËâ àÐÇÓÅËË Ë ÄËØÓÇÄÑÌ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÄÇÍÕÑÓÂ ÒÑÕÑÍÂ
ÔÄÇÕÑÄÑÌ àÐÇÓÅËË.

®ÑÉÐÑ ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ ÇÔÎË Pn�x; y� ì ÐÇÍÑÕÑÓÞÌ
ÒÑÎËÐÑÏ ÆÄÖØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ x, y ÔÕÇÒÇÐË n5 1, ÕÑ ËÐÕÇ-
ÅÓÂÎÞ��

R2
Pn�x; y� qIql �x; y; l � dx dy ;��

R2
Pn�x; y� rot0 j�x; y; l � dx dy

�63�

ÃÖÆÖÕ ÒÑÎËÐÑÏÂÏË ÑÕ l ÔÕÇÒÇÐË nÿ 1 ËÎË ÐËÉÇ. ¬ÂÍ
ÔÎÇÆÔÕÄËÇ, ÒÓË n � 1 ÑÃÂ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ ÐÇ ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ l Ë,
ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, âÄÎâáÕÔâ ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÞÏË ËÐÄÂÓËÂÐÕÂÏË
ÆÎâ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÅÑ ÒÑÎâ F. ±ÓËÏÇÐââ àÕÑÕ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ Í
f �z� � z Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË (62) ÎÇÅÍÑ ÒÑÎÖÚËÕß ÔÎÇÆÖáÜËÇ
ËÐÄÂÓËÂÐÕÞ:��

R2
�x� iy� rot0 j�x; y; l � dx dy � c ;��

R2
�x� iy� qI

ql
�x; y; l � dx dy � ÿic ;

�64�

ÊÂÄËÔâÜËÇ ÑÕ ÑÆÐÑÌ ÍÑÐÔÕÂÐÕÞ c. ³ÑÆÇÓÉÂÕÇÎßÐÞÌ
ÔÏÞÔÎ àÕÑÌ ÍÑÐÔÕÂÐÕÞ ÆÎâ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÐÇ
ÑÚÇÄËÆÇÐ, ÑÆÐÂÍÑ ÆÎâ ÔÒËÓÂÎßÐÞØ ÒÖÚÍÑÄ ÇÅÑ ÏÑÉÐÑ
ÒÓÑâÔÐËÕß. ¥Îâ àÕÑÅÑ ÑÃÓÂÕËÏÔâ ÔÐÑÄÂ Í ÔÄÑÌÔÕÄÂÏ
ÔÏÇÜÇÐÐÞØ ÔÒËÓÂÎßÐÞØ ÒÖÚÍÑÄ Ë ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ, ÍÂÍ
ÏÇÐâÇÕÔâ ÖÅÎÑÄÑÌ ÏÑÏÇÐÕ ÔÒËÓÂÎßÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ ÒÓË ÇÅÑ
ÔÏÇÜÇÐËË. ®ÑÉÐÑ ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ ÆÎâ ÒÖÚÍÑÄ s�z; �z�
ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ ÑÒÕËÚÇÔÍËÌ ÂÐÂÎÑÅ ÕÇÑÓÇÏÞ ºÕÇÌÐÇÓÂ [75]:
ÆÎâ ÖÅÎÑÄÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ Lz0 ÔÒËÓÂÎßÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ, ÔÏÇÜÇÐ-
ÐÑÅÑ ÒÑ ÑÕÐÑÛÇÐËá Í ËÔØÑÆÐÑÏÖ ÐÂ ÄÇÎËÚËÐÖ z0, ÔÒÓÂ-
ÄÇÆÎËÄÑ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ

Lz0 � Lzinit ÿ 2jzinit ÿ z0j2 ; �65�

ÅÆÇ zinit ì ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ÙÇÐÕÓÂ ÕâÉÇÔÕË ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË
ËÔØÑÆÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ:

zinit � ÿ 1

E

��
R2
�x� iy���s�z; �z���2 dx dy :

¯ÂÒÓËÏÇÓ, ÆÎâ àÎÇÏÇÐÕÂÓÐÑÅÑ ÔÒËÓÂÎßÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ Ô
ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕßá Ä ÄËÆÇ ÔÏÇÜÇÐÐÑÅÑ ÅÂÖÔÔÑÄÂ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇ-
ÐËâ

L
�
exp �ÿz�z� 2z�z0 ÿ z0�z0�

� � ÿ2jz0j2 :
£ÑÊÄÓÂÕËÏÔâ ÕÇÒÇÓß Í ÍÑÐÔÕÂÐÕÇ c, ×ËÅÖÓËÓÖáÜÇÌ Ä

ÒÓÂÄÞØ ÚÂÔÕâØ ÓÂÄÇÐÔÕÄ (64). ²ÂÊÎÑÉÇÐËÇÏ ÓÑÕÑÓÂ ÒÑÕÑÍÂ
ÒÑ ÏÑÆÂÏ ¿ÓÏËÕÂ ë¤ÂÖÔÔÂ ÆÎâ ÔÒËÓÂÎßÐÞØ ÒÖÚÍÑÄ
ÏÑÉÐÑ ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ��

R2
�x� iy� rot0 j�x; y; l � dx dy � 2E

k
zinit :

³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ c � 2Ezinit=k. ´ÂÍ ÍÂÍ
ÖÅÎÑÄÑÌ ÏÑÏÇÐÕ ÔÒËÓÂÎßÐÞØ ÒÖÚÍÑÄ (20) Ë (21) ÖÆÑÄÎÇ-
ÕÄÑÓâÇÕ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËá L

�
sN�z; �z�

� � N� L
�
s�z; �z��, ÕÇÑ-

ÓÇÏÂ ºÕÇÌÐÇÓÂ Ë ÒÑÔÎÇÆÐÇÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÞ Ë
ÆÎâ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ ÒÖÚÍÑÄ.

ªÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÇ ËÐÕÇÅÓÂÎÑÄ (63) ÒÓË n5 2 Ë ÒÑÎÇÌ
ÑÃÜÇÅÑ ÄËÆÂ F�x; y; l � ÑÍÂÊÂÎÑÔß ÊÂÕÓÖÆÐËÕÇÎßÐÞÏ, Â
ËÕÑÅÑÄÞÇ ÒÑÎËÐÑÏÞ ÑÕ l ÕÓÖÆÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÏÞ. ´ÇÏ ÐÇ
ÏÇÐÇÇ ËÏÇáÕ ÏÇÔÕÑ ÆÄÂ ÔÎÇÆÖáÜËØ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂ. ±ÇÓÄÞÌ
ÖÔÕÂÐÂÄÎËÄÂÇÕ ÔÄâÊß ÏÇÉÆÖ ÖÅÎÑÄÞÏ ÏÑÏÇÐÕÑÏ Ë ÓÑÕÑ-
ÓÑÏ ÒÑÕÑÍÂ ÔÄÇÕÑÄÑÌ àÐÇÓÅËË:

L � k

2E

��
R2
�x 2 � y 2� rot0 j�x; y; l � dx dy : �66�

¥Îâ ÆÑÍÂÊÂÕÇÎßÔÕÄÂ àÕÑÅÑ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÄÊâÕß ÙËÓÍÖÎâÙËá
ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÒÑÎâ �x 2 � y 2�IHj Ë ÒÓËÏÇÐËÕß ×ÑÓÏÖÎÖ
¤ÓËÐÂ. £ÕÑÓÞÏ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÏ âÄÎâÇÕÔâ ÕÑÕ ×ÂÍÕ, ÚÕÑ ÐÇ
ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÞØ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÄ ÆÎâ ÍÖÃËÚÇÔÍËØ
ÒÑÎËÐÑÏÑÄ P3�x; y�.

5. ©ÂÍÎáÚÇÐËÇ

³ËÐÅÖÎâÓÐÑÌ ÑÒÕËÍÑÌ ÐÂÊÞÄÂáÕ Ä ÒÑÔÎÇÆÐËÇ ÅÑÆÞ ÑÃ-
ÎÂÔÕß ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÌ ÔÄÇÕÑÄÞØ ÒÑÎÇÌ Ô ÆËÔÎÑÍÂÙËâÏË
ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ×ÓÑÐÕÂ, ËÎË ÑÒÕËÚÇÔÍËÏË ÄËØÓâÏË. ±ÑÎâ
ÕÂÍÑÅÑ ÄËÆÂ ×ÑÓÏËÓÖáÕÔâ Ë ÐÂÃÎáÆÂáÕÔâ ÍÂÍ Ä ÎËÐÇÌ-
ÐÞØ, ÕÂÍ Ë ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ ÑÒÕËÚÇÔÍËØ ÔÓÇÆÂØ Ë âÄÎâáÕÔâ
ÒÓÇÆÏÇÕÑÏ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÅÑ ËÊÖÚÇÐËâ, ÒÑàÕÑÏÖ
ÒÑÕÓÇÃÐÑÔÕß Ä ÂÆÇÍÄÂÕÐÞØ ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍËØ Ë àÍÔÒÇÓËÏÇÐ-
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ÕÂÎßÐÞØ ÒÑÆØÑÆÂØ ÆÎâ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ ÒÑÎÇÌ Ô ÑÒÕËÚÇ-
ÔÍËÏË ÄËØÓâÏË ì ÄÇÔßÏÂ ÂÍÕÖÂÎßÐÂâ ÊÂÆÂÚÂ. ¬ÑÐÇÚÐÑ, Ô
×ÑÓÏÂÎßÐÑÌ ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ ÎáÃÑÇ ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÑÇ ÔÄÇÕÑÄÑÇ
ÒÑÎÇ ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä ÄËÆÇ ÔÖÒÇÓÒÑÊËÙËÌ ËÊÄÇÔÕÐÞØ
ÏÑÆ ¿ÓÏËÕÂ ë¤ÂÖÔÔÂ Ë ÂÅÇÓÓÂ ë¤ÂÖÔÔÂ, ÑÆÐÂÍÑ ÕÂÍÑÌ
ÒÑÆØÑÆ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÐÇÑÒÕËÏÂÎßÐÞÏ ÆÎâ ÂÐÂÎËÊÂ Ë
ÔËÐÕÇÊÂ ÒÑÎÇÌ Ô ×ÂÊÑÄÞÏË ÔËÐÅÖÎâÓÐÑÔÕâÏË.

£ËØÓÇÄÞÇ ÔÄÇÕÑÄÞÇ ÒÑÎâ, ÔÑØÓÂÐâáÜËÇ ÔÄÑá ÔÕÓÖÍ-
ÕÖÓÖ Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ ÏÂÔÛÕÂÃÂ Ë ÄÓÂÜÇÐËâ ÒÓË ÓÂÔÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÇÐËË, ËÎË ÔÒËÓÂÎßÐÞÇ ÒÖÚÍË, ÍÑÕÑÓÞÏ ÒÑÔÄâÜÇÐ
ÆÂÐÐÞÌ ÑÃÊÑÓ, âÄÎââÔß ÔÄÑÇÑÃÓÂÊÐÞÏË "ÄËØÓÇÄÞÏË
ÏÑÆÂÏË" Ä ÍÎÂÔÔÇ ÒÑÎÇÌ Ô ×ÂÊÑÄÞÏË ÔËÐÅÖÎâÓÐÑÔÕâÏË,
ÊÂÔÎÖÉËÄÂáÕ ÃÑÎÇÇ ÄÐËÏÂÕÇÎßÐÑÅÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËâ ÍÂÍ
ÑÃÝÇÍÕ ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÑÌ ÑÒÕËÍË. ¯Â ÐÂÛ ÄÊÅÎâÆ, àÕÑ ÑÃÖÔÎÑ-
ÄÎÇÐÑ ÔÎÇÆÖáÜËÏË ÑÔÐÑÄÐÞÏË ÒÓËÚËÐÂÏË. £Ñ-ÒÇÓÄÞØ,
ÑÃÎÂÆÂâ ÄÇÔßÏÂ ÓÂÊÐÑÑÃÓÂÊÐÑÌ ×ÑÓÏÑÌ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ
ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË, àÕË ÒÖÚÍË, ÕÇÏ ÐÇ ÏÇÐÇÇ, ÑÒËÔÞÄÂáÕÔâ
âÄÐÞÏË ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËÏË ÄÞÓÂÉÇÐËâÏË, ÚÕÑ ÆÇÎÂÇÕ ËØ
à××ÇÍÕËÄÐÞÏ ËÐÔÕÓÖÏÇÐÕÑÏ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ ÊÂÍÑÐÑÏÇÓ-
ÐÑÔÕÇÌ ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËâ Ë ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ÔÄÇÕÑÄÞØ ÒÑÎÇÌ
Ô ×ÂÊÑÄÞÏË ÔËÐÅÖÎâÓÐÑÔÕâÏË ÑÃÜÇÅÑ ÄËÆÂ. £Ñ-ÄÕÑÓÞØ,
ËÏÇÇÕÔâ ÒÓâÏÑÌ ÂÐÂÎÑÅ ÔÒËÓÂÎßÐÞÏ ÒÖÚÍÂÏ Ä ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ
ÏÇØÂÐËÍÇ ì àÕÑ ÄÑÎÐÑÄÞÇ ×ÖÐÍÙËË ÊÂÓâÉÇÐÐÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ
Ä ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÏ ÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÒÑÎÇ, Â ÊÂÍÑÐÞ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂ-
ÐËâ ÔÒËÓÂÎßÐÞØ ÒÖÚÍÑÄ ËÏÇáÕ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ Ä ÕÇÑÓËË
ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ. £ÒÑÎÐÇ ÄÑÊÏÑÉÐÑ, àÕË ÂÐÂÎÑÅËË
ÃÖÆÖÕ ÄÊÂËÏÐÑ ÒÑÎÇÊÐÞ Ë ÆÎâ ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÏÇØÂÐËÍË, Ë ÆÎâ
ÑÒÕËÍË. ¯ÂÍÑÐÇÙ, Ä-ÕÓÇÕßËØ, ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÅËÃÍÑÅÑ ËÊÏÇ-
ÐÇÐËâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÌ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÔÒËÓÂÎßÐÞØ ÒÖÚÍÑÄ
Ô ÔÑØÓÂÐÇÐËÇÏ ËØ ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÑÌ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÒÓË ÓÂÔÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÇÐËË Ë ×ÑÍÖÔËÓÑÄÍÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ËÐÕÇÓÇÔ ÆÎâ
ÎÂÊÇÓÐÞØ ÕÇØÐÑÎÑÅËÌ, ÔÑÊÆÂÐËâ ÔÒÇÙË×ËÚÇÔÍËØ ÂÕÑÏÐÞØ
ÎÑÄÖÛÇÍ, Â ÐÇÐÖÎÇÄÑÌ ÖÅÎÑÄÑÌ ÏÑÏÇÐÕ àÕËØ ÒÖÚÍÑÄ ÆÂÇÕ
ÐÑÄÞÇ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕË ÆÎâ ÏÂÐËÒÖÎËÓÑÄÂÐËâ ÏËÍÓÑÑÃÝÇÍ-
ÕÂÏË.

¯ÇÍÑÕÑÓÞÇ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞÇ ÄÑÒÓÑÔÞ ÑÒÕËÍË ÔÒËÓÂÎß-
ÐÞØ ÒÖÚÍÑÄ ÐÇ ÑÕÓÂÉÇÐÞ Ä ÆÂÐÐÑÏ ÑÃÊÑÓÇ. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË,
ÊÆÇÔß ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÎËÔß ÕÑÎßÍÑ ÒÖÚÍË Ä ×ÑÓÏÇ ÍÓËÄÞØ ÃÇÊ
ÔÂÏÑÒÇÓÇÔÇÚÇÐËÌ. ³ÎÖÚÂÌ ÍÓËÄÞØ Ô ÔÂÏÑÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâÏË
ÑÍÂÊÂÎÔâ ÃÑÎÇÇ ÔÎÑÉÐÞÏ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÆÎâ ÕÂÍËØ ÒÖÚÍÑÄ Ë
ÒÓË ÄÞÒÑÎÐÇÐËË ÖÔÎÑÄËâ ÍÄÂÐÕÑÄÂÐËâ (46) ÐÖÎË ÂÏÒÎË-
ÕÖÆÞ ÏÑÅÖÕ ÐÂØÑÆËÕßÔâ ÐÂ ÒÑÓÑÉÆÂáÜÇÌ ÍÓËÄÑÌ. ±ÖÚÍË
ÆÎâ ÍÓËÄÞØ Ô ÔÂÏÑÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâÏË âÄÎâáÕÔâ ÒÓÇÆÏÇÕÑÏ
ÕÇÍÖÜËØ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÌ.

®ÑÉÐÑ ÒÑÍÂÊÂÕß [76], ÚÕÑ ÔÍÂÎâÓÐÑÇ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ
ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞØ ÂÏÒÎËÕÖÆ ÔÒËÓÂÎßÐÞØ ÒÖÚÍÑÄ Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá
ÆÑ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÅÑ ÏÐÑÉËÕÇÎâ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ ÔÑ ÔÍÂÎâÓÐÞÏ
ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇÏ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ÑÆÐÑÏÇÓÐÞØ ÍÑÆËÓÑ-
ÄÑÚÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ. ¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ ÃÑÎßÛËÇ
ÍÎÂÔÔÞ ÄÊÂËÏÐÑ ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÞØ ÔÒËÓÂÎßÐÞØ ÒÖÚÍÑÄ.
°ÕÔáÆÂ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÕÂÍËÇ ÍÑÆËÓÑÄÑÚÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË
ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐÞ ÍÂÍ âÆÓÂ ÔÒÇÙË×ËÚÇÔÍËØ ÄÇÌÄ-
ÎÇÕ-ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ ÆÎâ ÑÃÓÂÃÑÕÍË ÔËÅÐÂÎÑÄ [77, 78].
³ÄÑÌÔÕÄÂ àÕËØ ÄÇÌÄÎÇÕ-ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ ÕÂÍÉÇ âÄÎâáÕÔâ
Ä ÐÂÔÕÑâÜÇÇ ÄÓÇÏâ ÒÓÇÆÏÇÕÑÏ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ.

²ÂÃÑÕÂ ÄÞÒÑÎÐÇÐÂ ÒÓË ÒÑÆÆÇÓÉÍÇ ²ÑÔÔËÌÔÍÑÅÑ ×ÑÐÆÂ
×ÖÐÆÂÏÇÐÕÂÎßÐÞØ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÌ (ÅÓÂÐÕ 04-02-96508
Ó-2004), ÒÓÑÅÓÂÏÏÞ "±ÑÎÖÒÓÑÄÑÆÐËÍÑÄÞÇ ÎÂÊÇÓÞ"°ÕÆÇ-
ÎÇÐËâ ×ËÊËÚÇÔÍËØ ÐÂÖÍ ²¡¯, ÒÓÑÅÓÂÏÏÞ "ªÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ
Ä ÒÓËÑÓËÕÇÕÐÞØ ÑÃÎÂÔÕâØ ÐÂÖÍË Ë ÕÇØÐÑÎÑÅËË" ®ËÐËÔ-
ÕÇÓÔÕÄÂ ÐÂÖÍË Ë ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ, Â ÕÂÍÉÇ ÓÑÔÔËÌÔÍÑ-ÂÏÇÓË-
ÍÂÐÔÍÑÌ ÒÓÑÅÓÂÏÏÞ "¶ÖÐÆÂÏÇÐÕÂÎßÐÞÇ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ Ë
ÄÞÔÛÇÇ ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ" (ÅÓÂÐÕ CRDF REC-SA-014-02).
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Spiral light beams
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Theoretical and experimental research on laser beams with intensity structure unchanged by focusing and propagation is reviewed. The
so-called spiral laser beams are described, whose intensity remains the same to within scale and rotation as they propagate. Some of
spiral beam properties are of practical interest for laser technologies, medicine, and microbiology. The synthesis of spiral beams with
intensity distribution in the form of an arbitrary plane curve is discussed. It is pointed out that it is in principle possible to create lasers
which, unaided by additional nonstandard optical means, will be capable of directly generating beams with prescribed properties.
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